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Uvod

Triangularizace je jednim z nejcastéjSich ukold vypoctové geometrie
a trigonometricka sit’ je velmi ¢asto pouzivana v Siroké Skale aplikaci mnoha
obort. Jako vyvoj mnoha dalsich obort, tak i vyvoj triangulariza¢nich metod
zaznamenal s ndstupem vypocetni techniky prudké zrychleni. Vykon dnesnich
pocitach vSak mnohonédsobné ptrevysSuje vykon pcitacl pouzivanych jesté pred
né¢kolika lety a to pii snizovani nakladd, a stale rychleji a rychleji roste. Tento
fakt zplisobuje, Ze Cinnosti vyuZivajicich vypocetni techniku stale ptibyva
a tak pfibyva i aplikaci vyuzivajicich trigonometrické sité. Kazda aplikace
vSak fesi specificky problém a tak se stale objevuji i nové a nové
triangulariza¢ni metody a jejich variace. Prestoze bouftlivy rozvoj informatiky
stale zkracuje vzdalenosti mezi nami a zdroji informaci, neni jednoduché
vyvoj daného problému sledovat.

Cilem této diplomové prace je tedy zmapovat terén klasickych i nové
prezentovanych metod vyuzivanych pfi pocitacové realizaci triangularizace
a usnadnit tak citateli zorientovani se v problému a nasledny vybér algoritmu
vhodného pro feseni tloh Citatelovy oblasti zajmu.

Pti ptipravé této prace jsem zpracovavané metody setiidil tak, aby
jejich potadi vyhovovalo mému zdméru zvolna postupovat od teorie k praxi.
Na zacatku jsou tedy definovany zakladni pojmy vypoctové geometrie
pouzivané v dalSich kapitolach, nasleduji pravidla a definice potiebné
k zvladnuti problematiky triangularizace a hlavni principy na kterych jsou
triangularizacni algoritmy zalozeny. Dale prace pokracuje prezentaci
dopliiovanim feSeni praktickych zélezitosti az k ukazce vyuziti
triangulariza¢ni techniky v praxi.

Zavér prace je vénovan porovnani a zhodnoceni vlastnosti a vykonnosti
pfedstavenych technik.
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1 Zakladni pojmy z geometrie

Oznaleni E® znamena d-rozmérny Euklidovsky prostor, tj. prostor
»d-tic® (xy, ... , xq) redlnych ¢isel x;, 1= 1, ..., d. Déle si velmi zhruba
zopakujme nékteré zdkladni objekty uzivané ve vypoctové geometrii
a pouzivané niZe v této praci.

Bod. D-tice (x1, ... , x4) oznacuje bod p v E°.
Primka. Jsou dany dva odlisné body ¢, a ¢, v E*. Linearni kombinaci

agi t(I-a)g, (o €R)
je piimka v E*.

Usecka. Jsou dany dva odlisné body ¢, a ¢» v E°. P¥idame-li k vyrazu
ag; + (1 - a)g, podminku 0 < o < 1, dostaneme tsecku spojujici dva body ¢,
aqgr:

oq, + (1 —a)g, (aeR,0<a<l).

Konvexni oblast. Oblast D v E* je konvexni, jestlize pro kazdé dva body ¢
a g, v D plati, ze usecka ¢1g, lezi cela v oblasti D.
Pozn. Prinik dvou konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

Konvexni obdlka. Konvexni obalka mnoziny bodii S v E* je hranice
obklopujici nejmensi konvexni oblast v E¢ obsahujici celou mnozinu S.

Mnohotihelnik (polygon). V E* je polygon definovan jako koneéna mnozina
usecek tak, zZe kazdy koncovy bod usecky je sdilen pravé dvémi hranami
polygonu a v zadnych dvou podmnozinach hran polygonu se Zadna hrana
neopakuje. Pocet vrchol a hran je stejny.

Jednoduchy polygon. Rekneme, Ze polygon je jednoduchy, jestlize zadné dvé
po sobé& nejdouci hrany nesdili spolecny vrchol. Jednoduchy polygon
rozdéluje rovinu na dv¢ disjunktni oblasti, vnitini (ohrani¢enou) a vnéjsi
(neohrani¢enou), které jsou oddéleny polygonem (Jordan curve theorem).
(Pozn.: termin polygon se Casto uziva pro oznaceni sjednoceni vnitini oblasti
a jeji hranice.)

Jednoduchy polygon je konvexni, jestlize je jeho vnitini oblast konvexni
mnozina.

Polygon hvézdicového tvaru. Jednoduchy polygon P je hvézdicového tvaru,
existuje-li bod z, ktery nelezi vné P takovy, Ze pro vSechny body p polygonu P
plati, ze usecka zp lezi cela uvnitt polygonu P. (To znamena, ze kazdy
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konvexni polygon je zaroven hvézdicového tvaru.) Oblast, kde se mize bod z
nachdazet se nazyva jadro mnohouhelniku P. (To znamend, Ze kazdy konvexni
polygon je sam sobé& jadrem.)

Rovinny graf. Grat G = (V, E) (V je mnozina vrchold, E je mnoZzina spojnic
mezi témito vrcholy) je rovinny, mize-li byt, aniz by doslo k ptekiizeni
nekterych spojnic, zasazen do roviny. Je-li mnoZina £ mnozinou usecek
(hran), mluvime o tzv. prFimkovém rovinném grafu, neboli PSLG (planar
straight-line graph).

Triangulace. Rozdé&leni roviny nazveme triangulaci, jestlize vSechny jeji
ohrani¢en¢ oblasti jsou trojihelniky. Triangulace kone¢né mnoziny S bodi je
rovinny graf na § s maximalnim po¢tem hran (triangulace S je obdrZena
spojenim bodli mnoziny S neprotinajicimi se useCkami tak, aby kazda oblast
uvnitt konvexni obalky tvofila trojahelnik).
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2 Reseni problému triangularizace

2.1 Triangulace a triangularizace

Definice [PREP85]: Necht’ je v roviné dano N bodi. Spojme je
neprotinajicimi se useckami tak, aby kazda vnitini oblast konvexni obalky
tvotila trojuhelnik. Mnozinu téchto trojuhelnikt nazyvame triangulaci.

Definice [HOSCH]: Jestlize mnozina 7' = {(a, B, vj): o, Bis ¥j
€ {1, ..., N}} skladajici se z M celo¢iselnych trojic (a, Bj, v;) tvori
triangulaci mnoziny bodt P = {P; = (x;, ), i = 1(1)N}, pak plati:

e body Pa,, PB;, Py; tvoii pro kazdé j = 1(1)M rohy jednoho trojihelniku 7;,

e kazdy trojuhelnik je definovan tfemi body mnoziny 7, které jsou soucasné
rohy tohoto trojuhelnika,

e prunik vnitfnich oblasti dvou trojuhelniki 7;, Ty , kde j # &, je prazdny,

e sjednoceni vSech trojuhelniki tvoii konvexni obalku bodii mnoziny P.

% Tvrzeni: Triangulace N vrchold obsahuje maximalné 3N — 6 hran.

Diikaz: Nejmensi mozny pocet bodl v triangulaci je tii. Takova triangulace
(vlastn€ jeden trojuhelnik) obsahuje tfi hrany. Pfidanim jednoho bodu
piibydou nejméné dvé hrany (v ptipad¢, ze tento bod se stane bodem konvexni
obalky) a nejvice tii hrany. Z toho vyplyva, ze triangulace mtize obsahovat
maximalné 3N — 6 hran.

Triangularizace je tedy proces vedouci k nalezeni soustavy trojic bodi
tvoticich co mozna nejoptimalné;si trojuhelnikovou sit’. Slovo nejoptimalné;si
tady znamena nejlépe vyhovujici pro danou aplikaci, pro kterou je
trojihelnikova sit’ tvofena (mohou byt pozadovany trojuhelniky co nejméné
»podlouhlé®, ¢i vytvorena sit’ ma zachovavat n¢které hrany - napt. pro ucely
kartografie pfi zpracovavani mimouroviového terénu, atd.).
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Obr. 1: Pfiklad triangulace mnoziny bodu.

2.2 Kritéria pro vybér optimalni triangulace

V roviné jsou dany Ctyfi rizné body Py, P,, P; a P, , pro které plati, Ze
zadn¢ tfi z téchto ¢tyt bodl nelez na pfimce. Triangularizaci tohoto
jednoduchého ptipadu miizeme provést dvéma zpiisoby a otdzka zni jak vybrat
tu vyhodng;jsi (viz. obrazek 2).

P, P

P P
Obr. 2: Dvé mozné varianty triangulace Ctyf bodu.

Definice: Kritérium nejkratSich uhlopfticek:

Triangulace T je lepsi nez triangulace 7" (z hlediska kritéria nejkratsi
diaginaly) prave tehdy, kdyz plati: d < d', kde d je délka diagondly PP,
triangulace 7 a d' je délka diagondly P,P, triangulace T'.

Toto kritérium je sice pfijemné pro svoji snadnou implementaci, ale
neni ¢asto pouzivané, nebot’ se nevyhyba generovani, ve vétsiné pripadi
nezadoucich, dlouhych tenkych trojuhelnikii. Z hlediska tohoto problému se
jako vyhodnéjsi jevi nasledujici Lawsonovo kritérium.

Definice: Max-Min uhlové kritérium:
Triangulace T je lepsi nez triangulace 7" (z hlediska Max-Min thlového
kritéria) pravé tehdy, kdyz plati: a(T) > a(T"), a(T) = min{a(T)): Ty € T}
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aa(T)=min{a(T’): T; € T}, tj. nejmensi Ghel triangulace T je vEtsi nez
nejmensi thel triangulace 7.

Nedostatky tohoto kritéria tkvi v problémech pfi zpracovavani velmi
malych thla o velikostech blizkych nule. Barnhill a Little proto navrhuji
nasledujici kritérium.

Definice: Min-Max thlové kritérium:

Triangulace T je lepsi nez triangulace 7" (z hlediska Min-Max thlového
kritéria) pravé tehdy, kdyz plati: a(T) < a(T"), a(T) = max{a(T)): T; € T}
aa(T’)=max{a(T%): Tj € T, tj. nejvétsi uhel triangulace T je mensi nez
nejvetsi thel triangulace 77.

Definice: Max-Min radius kritérium:

Triangulace T je lepsi nez triangulace 7" (z hlediska Max-Min radius kritéria)
prave tehdy, kdyz plati: » > v/, r = min{r(t,), r(t;)} a r’= min{r(t,"), r(;")}, kde
r(t) (resp. r(t")) je polomér kruznice opsané trojuhelniku ¢ (resp. ")
triangulace 7 (resp. T7), tj. nejmensi polomé&r kruznice opsané trojihelniku

v triangulaci 7 je vetsi nez nejmensi polomér kruznice opsané trojuhelniku

v triangulaci 7'.

Definice: Min-Max radius kritérium:

Triangulace T je lepsi nez triangulace 7" (z hlediska Min-Max radius kritéria)
prave tehdy, kdyz plati: » < r’, r = max{r(t,), ()} a r’= max{r(t,"), n(,')},
kde (%) (resp. r(t;")) je polomér kruznice opsané trojuhelniku ¢ (resp. ')
triangulace 7 (resp. T7), tj. nejvetsi polomér kruznice opsané trojuhelniku

v triangulaci 7' je mensi nez nejvétsi polomér kruznice opsané trojihelniku

v triangulaci 7.

Definice: Max-Min obsahové kritérium:

Triangulace 7 je lepsi nez triangulace 7" (z hlediska Max-Min obsahového
kritéria) prave tehdy, kdyz plati: P > P’, P = min{P(t,), P(t,)} a
P’=min{P(t,"), P(t.')}, kde P(t) (resp. P(#)) je obsah trojihelnika ¢ (resp. ")
triangulace 7 (resp. T7), tj. nejmensi z obsahli obou trojihelniki triangulace T
je vetsi nez nejmensi z obsahti obou trojuhelnikt triangulace 7.

Definice: Max-Min vyskové kritérium:

Triangulace T je lepsi nez triangulace 7" (z hlediska Max-Min vyskového
kritéria) prave tehdy, kdyz plati: v> v, v =min{w(7T)} a v'=min{v(T")}, kde
vi(T) (resp. vi(T")) je vySka i-tého trojahelnika triangulace 7 (resp. 77), tj.
nejmensi z vySek obou trojuhelnikl triangulace 7 je vétsi nez nejmensi
z vySek obou trojuhelniki triangulace 7"
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2.3 Optimailni triangulace

Pomoci vyse uvedenych kritérii pro triangulaci ¢tyfuhelniku mizeme
triangulovat také vétsi mnoziny bodi napft. tak, ze nejdiive provedeme
triangulaci prvni ¢tvetice bodi a pridavanim dalSich (napf. k jedné strané
vzniklého polygonu nejblizsich) bodi se dopracujeme k optimalni triangulaci.
Na zaklad¢ téchto kritérii miizeme dojit k lokaIn€ optimalnim triangulacim.
Nyni si klademe otazku jak pomoci téchto kritérii docilit triangulaci
optimalnich globalang.

Definice: Triangulace 7 se nazyva lokaln¢ optimalni z hlediska nekterého
kritéria K tehdy, kdyz kazdy ¢tyfuhelnik definovany dvéma trojuhelniky z 7'
sdilejicimi jednu hranu, které lezi mezi nimi, je optimalné triangulovan podle
kritéria K.

Mnozin¢ bodli mize byt ptitazeno ne¢kolik lokalné optimalnich triangulaci
(viz. obrazek 3).

PR PR
Obr. 3: Dvé lokalné optimalni triangulace podle Min-Max Uhlového kritéria.

Ke globalng otimalni triangulaci je mozné piejit porovnadvanim
uspofadanych M-tic, které vyplynuly z lokalnich rozhodovacich kritérii:
Je-li ¢islo a(7;) méfitkem (podle vySe uvedenych kritérii) jakosti trojuhelniku
T; (dlouhy a tenky nebo rovnostranny), pak miiZeme pro kazdou triangulaci T
mnoziny bodu P definovat uspotadanou M-tici a(7) = (ay, ... , ay) slozenou
z podle velikosti setfidénych slozek a; = ai(T;).
Kvalita dvou triangulaci 7'a 7" nyni miZe byt vyhodnocena porovnanim
vektort a(7) a a(T"), takze napft. a(T) < a(T’) tehdy, kdyz existuje celé ¢islo &
takové, ze a;=a proi=1,... ,k—laa <ay.

Definice: Triangulace 7 mnoziny bodl P se nazyva globaln¢ otimalni
(z hlediska kritéria K) tehdy, kdyZ pro vyse uvedeny vektor métitek a(7)
kvality triangulace plati: a(7) > a(T”) (popt. <) pro kazdou triangulaci 7
mnoziny boda P.
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Globalné optimdlni triangulace je také lokaln€ optimalni a je jednoznacéna (az
na piipady, kdy vektor métitek a(7) zistava konstantni, ¢imz mizeme dostat
vice globaln¢ optimalnich triangulaci).

Priklad [HOSCH]:

V roving je definovano Sest bodu (viz. obrazek: 4):
P1=(5.,9) P,=(2,5) P;=(4,2)
P4 = (7, 15) P5 = (85, 4) P6 = (5, 8)

Té&chto Sest bodli mlze byt triangularizovano deseti riznymi zpisoby
(triangulace T3, i =1, ... , M = 10, viz. obrazek 5).

1 P

Obr. 4: Sest bodu k pfikladu
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1

!

Ts I T, T

/ T T4
Obr. 5: Deset moznych zplsob( triangulace Sesti bodl z pfikladu

Sipky na obr. znazornuji, Ze jimi oznacené sousedni triangulace se lisi pouze
v jedné hrang, tj. v odli$né triangulaci jednoho ctytuhelnika.

Vektory a(T;) triangulaci 7; pak vypadaji nasledovné:

Max-Min uhlove kritérium: Min-Max vuhlove kritérium:

a(T)) = (0.04,0.14,0.35, 0.46, 0.62) a(T)) = (2.84,2.36,1.99,1.77, 1.57)
a(T,) = (0.02,0.04,0.35, 0.46, 0.50) a(Ty) = (2.98,2.84,1.99,1.91, 1.57)
a(T;) = (0.02,0.11,0.42, 0.46, 0.50) a(T;) = (2.98,2.42,1.091,1.88, 1.57)
a(T4) = (0.04,0.14,0.35,0.37, 0.66) a(Ts) = (2.84,2.36,2.32,1.99, 1.40)
a(Ts) = (0.11,0.14, 0.42, 0.46, 0.62) a(Ts) = (2.42,2.36,1.88,1.77,1.57)
a(Te) = (0.02,0.11,0.50,0.58, 0.88) a(Te) = (2.98,2.42,1.95,1.91, 1.27)
a(T;) = (0.11,0.14,0.37, 0.42, 0.66) a(T;) = (2.42,2.36,2.32,1.88, 1.40)
a(Tg) = (0.11,0.14,0.37, 0.46, 0.70) a(Tg) = (2.42,2.36,2.32,1.50, 1.50)
a(Tg) = (0.11,0.14, 0.57, 0.58, 0.70) a(To) = (2.42,2.36,1.95,1.74, 1.50)
a(Typ) = (0.11, 0.14, 0.58, 0.62, 0.83) a(Ty) = (2.42,2.36,1.95,1.77,1.27)
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Settidénim vektort a(7;) pro Max-Min thlové kritérium dostaneme potadi:
a(T>) < a(T3) < a(Te) < a(Ty) < a(Th) < a(Ty) < a(Ts) < a(Ts) < a(To) < a(To), 1.
jako globalné optimélni podle Max-Min thlového kritéria se jevi triangulace
TIO-

Setfidénim vektorti a(T;) pro Min-Max tthlové kritérium dostaneme potadi:
a(Ts) > a(To) > a(T1o) > a(Ts) > a(T7) > a(Th) > a(Ts) > a(T3) > a(Te) > a(T2), 4.
jako globalné optimalni podle Min-Max thlového kritéria se jevi triangulace
a(Ts)=(2.42,2.36, 1.88, 1.77, 1.57) a a(Ty) = (2.42, 2.36, 1.95, 1.74, 1.50),
vidime, Ze tfetim prvkem je vyhodnéjsi a(75) (1.88 < 1.95), ovSem Ctvrtym

1 patym prvkem je a(7o) opét lepsi a proto vypereme jako globalné€ optimalni
triangulaci 7.

Max-Min thlové kritérium a Min-Max thlové kritérium vedou Casto ke
stejnym triangulacim. Srovnéavaci test s mnozinami ndhodné generovanych
¢isel ukazal, Ze jen n¢kolik malo ¢tyfuhelnikti obou triangulaci je
triangularizovano odliSné. Tato odliSnost se podle Nielsona da vycislit
ptiblizné deseti procenty (10% odliSnych trojuhelniki).

Triangulace konstruovana Lawsonovou metodou pouzivajici Max-Min
uhlové kritérium ptinasi vysledky ekvivalentni Delaunayho triangulaci, ktera
je Casto uzivanym nastrojem pro generovani vysoce kvalitni trojihelnikové
sit¢ a je vhodna pro vétsinu aplikaci. Delaunayho triangulace je dualni k
Dirichletovu mozaikovani, které je také Casto nazyvano Thiessenovymi, ¢i
Voronoiovymi diagramy.

2.4 Delaunayova triangulace

Definice: [C1G92] Delaunayova triangulace (DT(P)) mnoziny bodu P

danych v E je mnoZina vrchold a hran (spojujicich tyto vrcholy v sit’

trojuhelnikil) takovych, Ze plati:

1. Kazdy bod mnoziny P je vrcholem nejméné jednoho trojuhelnika z DT(P)
a naopak kazdy vrchol DT(P) je bodem mnoZiny P.

2. Prinik dvou riznych hran DT(P) je bud’ prazdny, nebo je jim spolecny
vrchol DT(P), tj. zadné dv€ hrany DT(P) se nekiizi.

3. Pro kazdé tii vrcholy Vi, V, a V3 € DT(P) tvorici trojuhelnik 7; € DT(P)
plati, ze vnitiek kruznice K(V;, V5, V3) opsané trojuhelniku 7; neobsahuje
zadny jiny bod mnoziny P.

Jak uz bylo uvedeno vyse, pro konstrukci Delaunayovy triangulace
muZze byt vyuzito jeji duality k Voronoiovym diagramiim. My se vSak nyni
budeme zabyvat pfimymi metodami generovani Delaunayovy triangulace.
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Algoritmy téchto metod mohou byt rozdéleny takto:
e algoritmy lokalniho zdokonalovani

algoritmy postupného vkladani

prirastkové algoritmy

algoritmy vyuzivajici pfevodu do vyssich dimenzi
rozdél-a-panuj

2.4.1 Algoritmy lokalniho zdokonalovani

Tyto algoritmy nejdiive rychle vytvoii inicializa¢ni trojihelnikovou sit’,
kterou pak pouzitim kritérii pro lokalni optimum optimalizuji.

2.4.2 Algoritmy postupného vkladani

Algoritmy postupného vkladani v prvnim kroku vytvofti trojahelnik,
ktery obsahuje celou mnoZinu zpracovavanych boda P. Potom vkladaji
v kazdém kroku po jednom bodu z P tak, Ze trojihelnik obsahujici pravé
vkladany bod je rozdélen na pod-trojuhelniky, jejichZ jednim z vrcholi je
prave tento novy bod. VSechny trojuhelniky sousedici s nové vzniklymi jsou
rekurzivné testovany na rovnostrannost a je-li to nutné, hrana odd¢lujici tyto
trojihelniky je prohozena (pro dosazeni rovnostrannosti, tj. splnéni tfeti
podminky Delaunayovy triangulace). Tato metoda je ve své nejprostsi verzi
velmi jednoduchd pro implementaci a zvlada generovani trojahelnikové sité
mnoziny bodii v E (samoziejmé pak nemluvime o d&leni na trojithelniky, ale
na d-simplexy (trojuhelnik je 2-simplex, tetrahedron je 3-simplex). Navic tento
algoritmus m4 stiedni vypodtovou slozitost fadu O(n log n + n'**), tedy
v roving O(n + n log n).

2.4.3 Prirustkové algoritmy

Tyto algoritmy pouzivaji treti kritérium Delaunayovy triangulace —
»prazdné kruznice opsané* — ke konstrukci trojuhelnikové sité postupnym
pfidavanim trojuhelnikd, jejichZ kruznice jim opsané neobsahuji Zadny jiny
bod mnoziny P. Napft. vychdzi z jednoho inicializa¢niho trojuhelnika, k jehoz
stran€ ptidaji bod z P vyhovujici kritériu ,,prazdné kruZnice opsané®, ktery se
stane vrcholem nového trojuhelnika sousediciho s inicializacnim
trojuhelnikem, pro ktery proces opakujeme az do posledniho bodu z P.
Efektivnost téchto algoritmi v prostych verzich je nizka (vypoctova slozitost
se pohybuje kolem O(#?) v roving a O(n’) v E*), ale mohou byt pouZity
efektivni akceleracni techniky.
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2.4.4 Algoritmy vyuzivajici prevodu do vyssich dimenzi

Tyto metody transformuji bod z £* do E**! (v nasem piipadé z E* do
E?) a pak pocitaji konvexni obalku transformovanych bodd. Delaunayova
triangulace je pak obdrZena jednoduchou projekci této konvexni obalky zpét
do E* (do EY).

2.4.5 Rozdél-a-panuj

Tento algoritmus se ukézal jako jeden z nejlepSich a proto i
nejpouzivanéjSich pro zpracovavani mnoziny boda v roving, kde vykazuje
velmi dobré vypoctové slozitosti (jak stfedni ptipad, tak i nejhorsi ptipad).
Tato metoda je zalozena na rekurzivnim déleni zpracovavané mnoziny bodt
na podmnoziny, ve kterych jsou pak vytvofeny lokalni trojihelnikové sité,
které jsou poté ve spojovaci fazi sjednoceny ve vyslednou trojihelnikovou sit’.
Algoritmy rozdél-a-panuj prezentované v odborné literatute jsou navrzeny pro
feeni problému pouze v E-. To proto, Ze pravé faze spojovani dil¢ich
triangulaci je dobfe fesitelna v £ diky jednoznaénému uspotadani hran
nalezicich k vrcholu. To jiz v E® (d > 2) zachovéno neni a spojovaci faze je
velmi obtizné realizovatelna.
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3 Triangularizace v algoritmech

3.1 Nenasytna triangularizace

Tato metoda zndma po nazvem ,,nenasytna“ je metodou, ktera ,,nikdy
nenapravi to, co jiz jednou udéla“. Algoritmus piidé k triangulaci v kazdém
kroku jednu hranu a tento proces skon¢i v moment¢, kdy se pocet piidanych
hran shoduje s pfedpokladanym poctem (zjisténym z velikosti zpracovavané
mnoziny P a jeji konvexni obalky), nebo kdy jiny test diagnostikuje
kompletnost sité. Lokalni optimum pfi pfidavani hran zajist'uje kritérium
vybéru té nejkratsi mozné hrany z téch, které nalezi danému vrcholu a nektizi
zadnou z jiz zatazenych hran.

Toto bylo ptiblizeni této techniky. Vlastni implementace vypada nasledovné:

Inicializace:
Ozna¢me nejdiive mnozinu zpracovavanych bodu S a jeji velikost N.

: N : . . .
Vygenerujme vSech (J hran mezi body mnoziny S a setfid'me je podle

vzristajici délky (do zasobniku hran). Triangulaci inicializujme jako
prazdnou.

T¢lo:

Ze zasobniku vyjmeme nejkrats$i hranu. Nek#izi-1i tato hrana Zadnou hranu

v triangulaci, pfidame ji do zasobniku. V opacném piipadé€ ji zahodime. Tento
proces korektné konci v ptipadé, Ze triangulace je kompletni (sledovanim
poctu pfidanych hran), nebo kdyz je zasobnik hran prazdny.

Tato metoda neni jenom jednoducha pro implementaci, ale i pro analyzu.

vvvvvv

. N , . y . wrs :
vybirame (2 hran ze zasobniku a kazdou testujeme na kiiZeni s hranami

triangulace v n¢jakém Case (), jehoz velikost je zdvisla na technice pouzité
pro provedeni tohoto testu. Celkova vypoctova slozitost je tedy

O(N* log N + N* (N)).

Nejjednodussi test kiiZeni hran je test vybrané hrany ze zasobniku s kazdou
hranou triangulace. Jelikoz kazdy priusecikovy test probéhne v konstantnim
Case, miizeme pro @ psat: (k) = C1k (C| je kostanta). Tim se ve vysledku
dostaneme na celkovou slozitost O(N°).

Nyni si ukazme mnohem efektivngjsi feseni (Gilbert, 1979) [PREP85].
Cilem je zde udrzovat rovnovahu mezi praci rozhodovaci tlohy (zda vybrana
hrana nélezi triangulaci) a vybérovou ulohou (prohlizeni hran podle vzristajici
delky).
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Obr. 1: Hvézdice paprski z p; (HVEZDICE(p/))

Predpokladejme, ze pravé vybrana hrana je pp; (viz. obr.). Dale
uvazujme mnozinu hran spojujicich p; se vSemi ostatnimi body v S a nazvéme
ji hvézdici paprskii z p;, oznaéme HVEZDICE(p)). Tyto paprsky jsou
sefazeny, feknéme proti sméru chodu hodinovych rucicek, a rozdé€luji rovinu
(Ghel 27t s prcholem v py) na (N — 1) sektorq, ¢i thlovych intervalt. Jestlize je
hrana pyp; piidelena do triangulace, pfeklenuje mnozinu po sob€ jdoucich
sektort v hvézdici paprskt z kazdého bodu p), kde / # £, j. Jak uz bylo fe¢eno
v definici, zddné dvé€ hrany v triangulaci se neprotinaji, proto triangula¢ni
hrany lezici v kazdém sektoru HVEZDICE(pl), prol/=1, ..., N, jsou sefazené.
Pfedpokladejme, Ze bod p; leZi v sektoru pjpip HVEZDICE(p,). Pii
rozhodovani, jestli ma byt hrana pp; pfidana do triangulace, musime testovat,
zda se nektizi s néjakou hranou patfici k triangulaci a protinajici tento sektor, a
predevsim s tou, ktera lezi v sektoru k bodu p; nejblize. To znamena, Ze test
ktizeni je redukovan na speciani ptipad problému urceni polohy bodu
v rovin€, ovSem za piedpokladu, Ze pro kazdy sektor hvézdice paprska pro
kazdy bod z S udrzujeme jednu hranu triangulace, nazyvanou spanning edge.
Vyhledavaci datova struktura podporujici tento test (vyuZiti spanning edge)
musi byt dynamicka, jelikoz musi byt aktualizovana pokazdé, kdyz je nova
hrana ptfidana do triangulace. Vhodnou datovou strukturou se pro tento ucel
jevi segmentovy strom.

3.1.1 Segmentovy strom

Segmentovy strom [PREP85] je datova struktura vytvofena pro spravu
intervalil ¢isel na realné ose, jejichz extrémy nalezi pevné mnoziné déleni této
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osy. Protoze tato mnoZina deleni je pevna, segmentovy strom je staticka
struktura, kterd nepodporuje vkladani, ani mazani téchto déleni. Ty vSak
mohou byt normalizovany jejich zdménou za hodnotu jejich potadi (zleva do
prava) na Ciselné ose. Tak docilime toho, Ze déléni mizeme povazovat za celad
¢isla z intervalu [1, N].
Segmentovy strom je vlastné bindrni vyhledavaci strom. Pro cela ¢isla /

a r takova, ze [ < r, je segmentovy strom T(l, r) rekursivné vytvoren
nasledujicim zpiisobem:
1(1, r) se sklada z

0 kotene v s parametry B[v] =/ (Beginning) a E[v] =r (End), kde r — > 1

¢ levého podstromu 71/, L(B [v]+E [v])/2J )

¢ pravého podstromu 7( [ (B[v] + E[v])21, r).
Kofteny téchto podstromil jsou nazvany jako /evy syn stromu 7 (zn. LSON[v])
a pravy syn stromu T (zn. RSON[v]). Parametry B[v] a E[v] definuji interval
[B[v], E[v]] < [/, r] sdruzeny s uzlem v. Na obrazku 2 je ptiklad segmentového

stromu T(4, 15).

Obr. 2: Segmentovy strom T(4, 15)

Intervaly z mnoZiny {[B[v], E[v]]: v je uzel stromu 7(/, )} se nazyvaji
standardni intervaly. Standardni intervaly ptisluSejici listdm stromu 7(/, r) se
nazyvaji elementarni intervaly. Je ztejmé, ze segmentovy strom je vyvazeny,
a jeho hloubka je [ log>(r — 1) 1.

V piipadé nenasytné triangularizace jsou sektory HVEZDICE(p))
organizovany jako (N - 1) listd segmentoveho stromu T,. Kazdy uzel stromu T
je asociovan s hranou e(v), ktera je nejbliZsi hranou triangulace k bodu p.
(Zteymé e(v) mlze byt i ,,prazdnou hranou®.) Hrana e(v) protinajici sektor ¢i
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mnozinu po sob¢ nésledujicich sektorti danou uzlem segmentového stromu, je
urcena tfetim parametrem uzlu (¢islo, nebo ukazovatko do seznamu hran).
Testujeme-li hranu pjp;, prochazime segmentovy strom 7; sledovanim cesty
uréené bodem (paprskem HVEZDICE(p;)) pj a v kazdém uzlu této cesty
testujeme p; proti hrané e(v) (existuje-li). Tento proces je ukoncen, kdyZ je
hrana pip; odmitnuta. V opaéném piipad€, kdy v zddném z uzli této cesty
neprotina pip; hranu e(v), je pfijata. V tomto piipadé musi byt jesté kazda
HVEZDICE(p)), pro [ # i, j, aktualizovana vloZenim pp;. Kazda
HVEZDICE(p)) je aktualizovana v &ase O(log N). Hvézdic je celkem (N — 2),
proto celkovy &as aktualizace je O(N? log N). To znamena, e ,,nenasytnd
triangularizace mnoziny N bodii miize byt sestrojena v Case

O(N?* + N’logN).

3.2 Vazana triangularizace

Mnohé z moznych feSeni problému triangularizace mohou mit tzv.
vazany charakter, tj. ¢ast mnoziny triangula¢nich hran mtize byt predurcena jiz
v samotné formulaci problému. To si mizeme ukéazat na piipad¢, kdy feSime
ulohu triangularizace vnitini oblasti jednoduchého mnohothelniku.

Prave vyse uvedend technika (nenasytna triangularizace) muze byt
pouzita pro feSeni takovych uloh, ale jeji nevyhodou je velmi nizka vykonnost
a velkd pamét'ova narocnost, pro které je v praxi nepiili§ ¢asto vyuzivana.
Proto byla vyvinuta nova triangulariza¢ni technika, kterou si nyni ptiblizime.

Jako obvykle je ddna mnozina S, ktera je tvofena N body v roving.
Navic je ddna mnoZina £ obsahujici M navzajem se neprotinajicich hran
(jejichz vrcholy jsou nékteré body z §), které se musi objevit v trojuhelnikové
siti. Dale nepatrn€ upravime predeslé predpoklady tak, ze oblast uréena
k triangularizaci je nejmensi pravouhelnik, ozna¢me jej PRAV(S), opisujici
mnozinu S, jehoZ strany jsou rovnob&zné s osami soufadného systému.

(V tomto pravouhelniku se nachézeji alesponi dva vrcholy s nejvétsi, a alespon
dva vrcholy s neymensi y-ovou soufadnici.)

Ukolem této metody je vhodné dekomponovat PRAV(S) na jednodussi
polygonalni oblasti, které jiZ mohou byt snadno triangularizovany. Klicem zde
bude pojem ,Fetézec*, ktery je definovan v nasledujici pokapitole:

3.2.1 Retézcova metoda lokalizace bodu v PSLG

Definice [PREP85]: Retézec C = (u, ..., up) je PSLG dany mnoZinou
vrchold {uy, ..., up,} a mnoZinou hran {(u;, uj1;):i=1, ...,p — 1}, kde PSLG je
ptimkovy rovinny graf (planar straight-line graph).
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Tento fetézec je tedy specidlnim piipadem PSLG, jinak zvanym téZ
polygonalni cara, viz. obrazek 1.

Ug
Us
Ug Uy u;
Us U3

Obr. 1: Priklad obecného fetézce

Definice [PREP85]: Rekneme, Ze retézec C je monotoni vzhledem k
piimce /, jestlize prisecikem libovolné kolmice k / a Fetézce C je pravé jeden
bod.

To znamena, ze pro retézec C = (uy, ..., up) plati, Ze mnozina vrcholu
{uy, ..., up} se pfi ortogonalni projekci zobrazi na piimce / do setiidéné
mnoziny bodd {/(u,), ..., l(u,)}, viz obr. 2.

Obr. 2: Priklad fetézce monotdniho vzhledem k pfimce /.

& Poznamka: Je-1i dan navic bod p, pak jeho obraz /(p) vznikly promitnutim
na piimku / lezi v nékterém z intervalt (/(u;), /(u;;1)), ktery mtizeme snadno
najit binarnim vyhledavanim. Potom lze jednim testem urcit polorovinu
tvotenou primkou /(u;)/(u;,1), kterd obsahuje bod p. (Toto spolu s nasledujicim
1ze vyuzit pro feSeni problému urceni polohy bodu v roviné.)

Definice [PREP85]: Rekneme, Ze polygon P je monotoni vzhledem
k ptimce /, jestlize je jednoduchy a jeho hranice je sjednocenim dvou fetézct
monotdnich vzhledem k /.
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Predpokladejme, ze L = {C, ..., C;} je mnozina fetézcu C, ..., C;
monotdnich vzhledem k jedné pfimce /, pro niz déle plati:

O Tvrzeni I:
Dany rovinny graf G je podmnozinou sjednoceni prvki mnoziny L.
(Hrana grafu mize nélezet vice neZ jednomu fetézci z L.)

O Tvrzeni 2:
Pro kazd¢ dva fetézce Cj a Cj z mnoziny L plati, Ze vrcholy fetézce
C;, které nejsou zaroven vrcholy fetézce Cj, lezi v téZe poloroviné
vzniklé rozdélenim roviny fetézcem C;.
(To znamena, ze fetézce C, ..., C; jsou setfidéné, ¢ehoz lze dobie
vyuzit pti vyhledavacich ulohach aplikaci binarniho vyhledavani.)

Dtlezita otdzka vSak zni: je mozné dany PSLG interpretovat jako
mnozinu monotonich fetézch? (A tim potazmo 1 monotonich polygonii?)
Odpovéd’: ne obecné, avsak po zavedeni pojmu regularni vrchol a regularni
PSLG (viz. niZe) je moZné jednoduse transformovat na§ PSLG na takovy graf,
na ktery je jiz procedura vytvarejici mnozinu monotdnich fetézct (monotdnich
polygont) aplikovatelna.

Definice [PREP85]: Pfedpokladejme, Ze G je PSLG dany mnoZinou
vrcholt {vy, ..., v}, kde vrcholy vy, ..., vy jsou indexovany tak, ze i <j prave
tehdy, kdyz je bud’ y(vi) < »(vj), anebo x(v;) > x(v;) pro piipad, Ze y(v;) = y(j).
Rekneme, Ze vrchol vj je regularni, existuji-li cela ¢islai a k, i <j < k, takova,
ze (vi, vi) a (vj, v jsou hrany grafu G.

Rekneme, ze graf G je regularni, jestliZe je regularni 1 kazdy vrchol v;, kde

1 <j < N (kromé& extrémnich vrcholil v; a wy).

Ptiklad regularniho grafu vidime na obrazku 3.

Vg=VN

Vg
| V7
' Vg
V3
Vo
Vi

Obr. 3: Priklad regularniho PSLG
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Nyni si ukdzeme, Ze regularni PSLG je interpretovatelny jako mnozina
fetézcli monotonich vzhledem k y-ové ose souradnicového systému. (Od této
chvile budeme za ptimku / povazovat osu y.)

Pfedstavme si, Ze hrana (v;, vj) je orientovana z v; do vj pro i <j. Potom
muZeme mluvit o mnozing ,,vstupnich“ hran (resp. vrcholi) IN(v;) a o
mnozin€ ,,vystupnich hran (resp. vrcholil) OUT(v;). Pfedpokladejme, ze
hrany z mnoziny IN(vj) jsou sefazeny proti sméru chodu hodinovych rucicek,
zatimco hrany z mnoziny OUT(v;) po sméru chodu hodinovych rucicek.
Vychazeje z definice regularity konstatujeme, Ze ani jedna z t€chto mnozin
neni, pro kazdy vrchol vyjma extrémnich, prazdna. Tento fakt ndAm umoziuje
ukazat, ze pro kazdy vrchol v; (j # 1) miZeme zkonstruovat fet€zec monotoni
vzhledem k ose y (y-monotoéni) z v; do vj, coz je trivialni pro j = 2. Jelikoz vj je
regularni, pak podle definice regularity existuje néjaké i <j takové, Ze (vi, vj)
je hrana grafu G. Z ptedchoziho vime, Ze tetézec C jdouci z v, do v; je
y-monotoni. Ziet€zenim C a hrany (v;, vj) je oCividn€ opét y-monotoni fetézec.

K dokonceni dikazu jest¢ musime ukézat, Ze vySe uvedena tvrzeni 1
a 2 plati. Ozna¢me W(e) vdhu hrany e (tj. pocet fetézctl, kterym e nalezi). Dale
zaved'me:

Wa(v)= 2 ()

ee[N(v)

Worr(v)= 2 W (e)

eeOUT(v)

Proménna Wn(v) je tedy soucet vah vSech vstupnich hran do vrcholu v
a podobné Woyr(v) je soucet vah vSech vystupnich hran z vrcholu v.
Nyni je tfeba uz jenom ukézat, Ze:

(1) kazda hrana ma kladnou vahu, tedy W(e) > 0

(2) pro kazdy vrchol v; (j # 1, N) plati: Win(vj) = Wour(v)).

Podminka (1) zarucuje, Ze kazda hrana nélezi alespon jednomu fetézci
(Tvrzeni 1), zatimco podminka (2) garantuje, Ze Win(v;) fetézcl prochazi
vrcholem v; a mohou byt nadefinovany tak, Ze se navzajem neprotinaji
(Tvrzeni 1).

Zajisténi rovnosti Wiy = Woyr mize byt dosazeno dvéma prichody
grafem G. Nejdiive nastavime pro kazdou hranu e W(e) = 1. Pak dostaneme,
po prvnim prichodu z v, do vy, Ze Win(vi) £ Wour(vi) pro kazdy vrchol v;,
vyjma extrému v; a vy. Druhym prichodem, z vy do vy, zajistime, Ze
Win(v;) = Wour(v;), to znamend zadanou rovnovahu. Zaved'me jesté
vin() = [ INW)| a vour(v) = |OUT(v)| a uved’'me vznikly algoritmus
(v ,,pseudopascalu*) [PREPS85]:

procedure WEIGHT-BALANCING IN REGULAR PSLG
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begin
for kaZdou hranu e do W(e) := 1; (* inicializace =*)
for i = 2 until N - 1 do
begin
Wiy (Vi) = soulet vSech hran smé&trujicich do Vj ;
d; = nejlev&jsi hrana vychéazejici z Vj ;
it Wi (Vi) > Vour (Vi)) then W(di) = Wiy (Vi) — Vour (Vi) + 1

end (* konec prvniho prlichodu *)

for i = N - 1 until 2 do

begin
Wour (Vi) = soulet v8ech hran vychéazejicich z Vj ;
d, = nejlev&jsi hrana prichazejici do Vj ;
It Wour (Vi) > W (Vi)) then W(dz) = Wour (Vi) — Wog (Vi) + W(dy)

end (* konec druhého pruchodu *)
end.
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d)

Obr. 4: Konstrukce vah hran nasim algoritmem po inicializaci, obr. (a), po prvnim
pruchodu, obr. (b), po druhém prachodu, obr. (c), a vyslednou mnozinu fetézcu L,
obr. (d).

Vypocetni sloZitost tohot algoritmu je linearni funkci poctu hran
a poctu vrchola grafu G. Procedura miize byt modifikovéna tak, ze konstrukce
mnoziny fetézcli L (napf. pfifazeni hran fetézciim) je provedena béhem
druhého prichodu. Na obrazku 4 vidime urovani vah hran algoritmem po
inicializaci, obr. (a), po prvnim prichodu, obr. (b), po druhém priichodu,
obr. (¢), a vyslednou mnozinu fetézct L, obr. (d). Tento obrazek tedy ukazuje,
jak lze regularni PSLG interpretovat jako mnozinu monotdnich fetézci.

Nyni si ukaZeme, jak transformovat libovolny PSLG na regulérni
PSLG, tedy ,,regularizacni proceduru, kterd je zakladem pro vhodnou
dekompozici PRAV(S):



Chyba! Neznamy argument 22
prepinace.

Vezméme neregularni vrchol v grafu G takovy, ze kterého nevychazi zadna
hrana (viz. obrazek 5).

Vi

V2=V*

€

Obr 5. Priklad neregularniho vrcholu v.

Horizontalni (na obr. ¢arkovand) ptimka prochéazejici vrcholem v obvykle
protina dvé hrany e, a e, grafu G lezici po obou strandch vrcholu v. (Alespoii
jedna z téchto protinanych hran musi existovat, nebot’ v neni regularni vrchol.)
Necht v; je horni koncovy bod hrany e; (i=1,2)a Vv je v; s mensi y-ovou
soufadnici (v naSem ptipad¢ v,). Pak usecka w' neprotind zadnou hranu v G
a tak mize byt ptidana do PSLG, ¢imz je ,,regularizovan® vrchol v. Tento krok
bude zakladnim stavebnim kamenem nasi regulariza¢ni procedury, ve které
pouzijeme metodu ,,plane sweep®. Tj. mnozinu vrcholii budeme prochézet
shora dolt, pfi¢emz budeme regularizovat vrcholy nemajici zddnou vystupni
hranu a poté, ve druhém cyklu, zdola nahoru, pficemz budeme regularizovat
vrcholy nemajici zddnou vstupni hranu. Dvé zakladni datové struktury metody
»plane sweep* jsou:
1. tzv. event point schedule, v nasem ptipad¢ posloupnost vrcholi (v, V.1, .-,
v1) v prvnim cyklu, ve druhém cyklu v opacném potadi
2. tzv. sweep-line status, v naSem ptipad¢ zleva do prava sefazené
posloupnosti prasecikt kazdé sweep-line s PSLG. Navic, v kazdém
intervalu je udrzovan vrchol s mensi y-ovou soufadnici z obou extrému
intervalu. Tato struktura mtiZze byt realizovéna jako vyvéazeny bindrni
vyhledadvaci strom.
Prvni cyklus algoritmu bude vypadat nésledovné:
(1) lokalizujeme vrcholu v v intervalu na ptislusné sweep-line, tj. v datové
struktute sweep-line status
(2) jestlize neni vrchol v regularni, sestrojime hranu v, tj. hranu z v do
vrcholu asociovaném s intervalem z kroku (1) a tu pfidame jako novou
hranu do PSLG
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(3) v ptipad¢ ptidani nové hrany v kroku (2) aktualizujeme datovou strukturu
sweep-line status pro vrcholy lezici mezi v a v* (pfipometime, Ze vrcholy
jsou setfidéné podle y)

Druhy cyklus bude podobny, pouze s tim rozdilem, Ze budeme postupovat od

vi k vx. Uréeni vrcholu v miize byt v rAmci regularity upraveno pro dosazeni

,lepsich trojuhelnik* jinak, nez pouze podle mensi y-ové soufadnice (napf. v*

bude vrchol s blizsi y-ovou soutadnici).

Priklad takto regularizovaného PSLG je uveden na nasledujicim obrazku 6.

Obr. 6: Regularizovany PSLG. Carkované hrany jsou pfidany do PSLG v prvnim
cyklu, te¢kované v cyklu druhém. Zakrouzkované jsou priseciky sweep-line s
PSLG, které urcuji hranu s vrcholem v".

Vzhledem k inicializa¢nimu tfidéni vrcholti podle y-ové soutadnice
a lokalizaci kazdého vrcholu ve sweep-line status (O( logN )), je vypoctova
slozitost regularizace O(N logN).
Tj. PSLG o N vrcholech miize byt regularizovan v O(N logN) pti pamétové
slozitosti fadu O(N).

Shrneme-li tyto poznatky, mdme mnoziny S a E definujici PSLG. Do
n¢j regularizaéni procedura (viz. vyse) piidava v case O(N logN) nové hrany
tak, ze:

1. Zadné dvé hrany se neprotinaji.

2. Kazdy vrchol (vyjma vrcholu s nejvetsi y-ovou souradnici) je ptimo spojen
s alesponl jednim vrcholem s vétsi y-ovou soufadnici.

3. Kazdy vrchol (vyjma vrcholu s nejmensi y-ovou soufadnici) je pfimo
spojen s alesponl jednim vrcholem s mensi y-ovou soufadnici.
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Tvrdime, Ze kazdy polygon vzesly z regularizacni procedury je
monoténi. Dikaz je zaloZzen na pojmu ,,vnitini hrot:
Rekneme, Ze vrchol v jednoduchého polygonu je vnitinim hrotem tohoto
polygonu, jestlize vnitini tthel nalezici vrcholu v je vétsi nez  a oba sousedni
vrcholy zéroven bud’ maji vétsi, nebo mensi y-ovou soufadnici nez v. Z bodt 2
a 3 vyse vyplyva, ze zadny vrchol regularizovaného grafu nemize byt
vnitinim hrotem.

% Tvrzeni: Je-li P jednoduchy polygon neobsahujici zadny vnitini hrot, pak je
P monotdni vzhledem k ose y.

Dukaz: Necht' vy, vy, ..., vy, je posloupnost vrcholl polygonu P sefazena po
sméru chodu hodinovych rucic¢ek a v, a v4 jsou vrcholy s nejvétsi a nejmensi
y-ovou soufadnici, viz. obrazek 7.

v V4 V4
\Z
Vi+1
Vi
Vs
(@) (b) (c)

Obr. 7: (a) v; je prvni vrchol posloupnosti v4v; ... , pro ktery plati: y(vis1) > y(vi).
(b) Pfimka z v; do vs protina P v bodé r.
(c) Vrchol u s nejvétsi y-ovou souradnici v P' je vnitfni hrot polygonu P.

Jestlize P neni monotoni, pak alespon jeden ze dvou fetézcl z v, do vy
vytvarejicich hranici polygonu P nema své vrcholy setfidény podle zmenSujici
se soufadnice y (neni pouze klesajici). Za tento fetézec uvazujme fetézec
prochdzejici vrcholem v, (pro druhy fetézec plati nasledujici symetricky).
Vrchol v;, 1 <i<s, je prvnim vrcholem v posloupnosti, pro ktery

Y(Vi+1) > ¥(v;). Poznamenejme, zZe posloupnost vrcholt (vi.jvivii;) tvoii v
ptipad¢€ Ze v; je vnitini hrot pravou otacku.

&5 Poznamka: Posloupnost vrchola (viv,v3), v; = [x;, 1i], tvofi pravou otacku
plati-li:

x|

x, ¥, 1<0

Xy yy o1



Chyba! Neznamy argument 25
prepinace.

a levou otacku, je-1i tento determinant kladny.

Dale sestrojme piimku prochdzejici vrcholy v; a vs. Bod r (7 # v;) je pak
prvnim praseéikem této piimky ve sméru od v; k v, s polygonem P. Usecka vir
rozdéluje zevnéjsek polygonu P na dvé ¢asti. Jednou z nich je polygon P', jak
ukazuje obrazek v ¢asti (c). Kromé bodu r jsou vSechny vrcholy polygonu P’
zaroven vrcholy polygonu P. Necht’ u je ten vrchol s nejvétsi y-ovou
soufadnici ze vSech vrcholtl polygonu P'. Pak u je také vrcholem polygonu P
a zaroven vnitinim hrotem polygonu P.

Vyse uvedené tvrzeni a fakt, ze Zadny polygon sestrojeny regularizacni
procedurou neobsahuje vnitini hrot dokazuji, Ze kazdy polygon vzesly
z regularizacni procedury je monotoni. Nyni si ukdzeme, jak triangularizovat
monotoni polygon.

3.2.2 Triangularizace monotoniho polygonu

Jelikoz P je monotdni polygon vzhledem k ose y, spojenim dvou
monotonich fetézcil tvoticich obalku tohoto polygonu miizeme v ¢ase O(N)
setfidit vrcholy polygonu P sestupné podle y-ové souradnice. Necht’ u,

U, ..., uy je vysledna posloupnost. Monoténie pak znamena, ze pro kazdy
vrchol u; (1 <i< N — 1) existuje i vrchol u; (i <) takovy, Ze hrana uju; je
hranou polygonu P.

Triangulariza¢ni algoritmus zpracovava v kazdém kroku po jednom
vrcholu podle zmencujici se y-ové souradnice. V tomto procesu se generuji
diagonaly polygonu P. Kazda diagonala ,,odkrojuje* trojahelnik a zanechava
k triangularizaci polygon s o jednu menSim poctem hran. Algoritmus pouziva
zasobnik obsahujici vrcholy, které jiz byly navstiveny, avSak jesté nebyly
dosazeny diagonalou. Vrsek 1 dno zasobniku jsou algoritmu piistupné (dno
pouze pro Cteni).

Zasobnik obsahuje vrcholy v; (vr$ek zasobniku), vy, ... ,v; tvotici
fetézec v obalce polygonu P, kde y(v;) > y(v,) > ... > y(v;), pficemZ je-li i > 3
platiproj=1, ... ,7- 2, Ze Ghel (vjvj+1vj12) = 180° (viz. obrazek 8).
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Vi

Obr. 8: Tri pfipady hlavniho kroku algoritmu triangularizace monoténiho polygonu.
Carkovaneé jsou vyznaceny pfidavané diagonaly.

Algoritmus pro triangularizaci monotoniho polygonu vypada takto:

I.  (Inicializa¢ni krok) Vrcholy u; a u, jsou vloZzeny do zasobniku.

II.  (Té€lo) Necht u je zpracovavany vrchol. Pak:
Je-1i u vrchol sousedici s vrcholem vy, nikoliv vS§ak s vrcholem v;
(vrSek zasobniku), ptidame diagonaly uv,, uvs, ... , uv;. V zasobniku
nahradi v; vrcholem u (na obr. (a)).
Je-li u vrchol sousedici s vrcholem v;, nikoliv vSak s vrcholem vy, pak
dokud plati, ze i > 1 a thel (uv;v;_ ;) < 180°, pfidame diagonalu uv;
a vyjmeme ze zasobniku v;. Jestlize tato dvojpodminka piestane platit
(nebo jestlize neplatila jiz od zacatku), ptidame u do zasobniku (na

obr. (b)).
Sousedi-li u jak s vrcholem vy, tak 1 s vrcholem v;, pfidame diagonaly
uvy, Uvs, ..., uvi (naobr. (c)).

Korektnost tohoto algoritmu je zavisla na faktu, Ze ptidavana diagonala lezi
cela uvnitf polygonu. Vezméme napiiklad diagonalu uv, v ptipad¢ (i) obr. (a).
Zédnjf z vrcholil v, ... , vy nemlze lezet uvnitf nebo na hranici trojuhelniku
(u, vy, V2), nebot’ vnitini thly vrcholl v,, vs, ..., vi_; jsou nejméné 180°, coz
zarucuje, ze vrchol u lezi v opacné poloroviné dané ptimkou v,v, nez

Vi, Va, ... , Vi. Zadny jiny vrchol polygonu uvnitf nebo na hranici trojuhelniku
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nelezi, nebot’ vS§echny tyto vrcholy maji mensi y-ovou soutradnici nez ma
vrchol u.

Z hlediska vykonnosti, inicializa¢ni spojeni je provedeno v case O(N).
V triangulariza¢nim procesu je kazdy vrchol pfidavan do zasobniku
a zpracovavan praveé jednou (kromé€ moznosti, v ptipadu (ii), kdy neni splnéna
podminka i > 1 a soucasné thel (uv;v;_;) < 180°). Tato tloha je proveditelna
také v O(N). To tedy znamena:

% Tvrzeni: Monotoni polygon tvoieny N stranami miize byt triangularizovan
v optimalnim ¢ase O(N).

Kombinaci tohoto zavéru a predeslého vysledku (ze PRAV(S) mtize byt
dekomponovéan na monotdni polygony v Case O(N logN)) dostdvame:

% Tvrzeni: Vizana triangularizace mnoziny N bodd miize byt sestrojena v
optimalnim ¢ase O(N logN).

3.3 Voronoiuv diagram

Voronoilv diagram je velmi diillezitym pojmem vypoctové geometrie
a pouziva se pro mnoha feSeni mnoha problémt. Pomoci Voronoiova
diagramu lze snadno urcit polohu bodu, sestrojit konvexni obalku mnoziny
bodd, ¢i vyuzit faktu, ze Voronoiliv diagram je dudlni k Delaunayové
triangulaci, a je ji tedy ekvivalentni.

Necht’ § je mnozina N bodl v rovin€. Hledame oblast obsahujici bod p;
(p; € S) takovou, ze libovolny bod z této oblasti je blize k p; nez ke
kterémukoli jinému bodu z S. Citime, Ze feSeni tohoto problému rozdéli rovinu
na regiony (kazdy region je oblast kolem bodu, ve které se miize nachézet jiny
bod, ktery je prvnimu zarucené blizsi nez jakykoli liny bod mimo region).
Necht’ p; a pj jsou dva body v roving. Oblasti, v niz se nalézaji body bliZsi k p;
nez k pj, je prave ta polorovina vznikla z roviny rozdélenim kolmici na pp;
prochézejici stiedem pip;, kterd obsahuje bod p;. Ozna¢me tuto polorovinu
jako H(pi, p;). Oblast, obsahujici body blizsi k p; nez ke kterémukoli jinému
bodu, je priinikem N — 1 polorovin a ma tvar konvexniho polygonu, ktery ma
nejvyse N — 1 stran. Oznacme ji V(7). Tento Gtvar se nazyva Voronoilv
polygon pro vrchol p; a je ukdzan na obrazku 1.
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Obr. 1: Voronoiliv polygon

Téchto N Voronoiovych polygont vytvaii v roving sit’, které budeme
tikat Voronoiuv diagram a budeme ji oznacovat Vor(S).

Obr. 2: Voronoiuv diagram

Vrcholy tohoto diagramu se nazyvaji Voronoiovy vrcholy a iseckam, které je
spojuji, fikdme Voronoiovy hrany.

Kazdy z N vrcholi mnoziny S nalezi pravé jednomu Voronoiovu
polygonu. To tedy znamenad, Ze leZi-1i bod o soufadnicich (x, y) v polygonu
(i), pak je tento bod nejbliz§im sousedem vrcholu p;.
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3.3.1 Nékteré vlastnosti Voronoiova diagramu
Piedpoklad A: Zadné &tyfi body z mnoziny S neleZi na jedné kruznici.

& Tvrzeni: Kazdy vrchol Voronoiova diagramu je prinikem pravé tif hran
tohoto diagramu.

Dtikaz: Je ziejmé, ze kazdy vrchol je prinikem mnoziny hran. Necht’ je tedy
e, €, ... , e (k> 2) ve sméru chodu hodinovych rucic¢ek setfazena posloupnost
hran smétujicich do vrcholu v, jak ukazuje obr. 3.

€

Obr. 3: Vrchol v a s nim spojené Voronoiovy hrany

Hrana ¢; je spolecna pro Voronoiovy polygony V(i —1)a V(i),proi=2, ...,k
a hrana e, je spolec¢nd pro V(k) a V(1). To znamen4, Ze vrchol v je stejné
vzdaleny od py, ps, ..., px. To ale znamena, ze py, p,, ... , px jsou kocirkularni,
coz je pro k > 4 v rozporu s predpokladem A. Proto £ < 3. Nyni vezméme
ptipad, kdy & = 2. Pak hrana e, je spolecna pro V(1) a V(2), stejn¢ jako e,. Ob&
tedy lezi na kolmici pulici usecku pp,, coz znamena, ze se ve v neprotinaji.
Dostavame tedy, ze k = 3.

Jinak feceno, Voronoiovy vrcholy jsou stfedy kruznic, které jsou dany
tfemi body mnoZiny S a Voronoiliv diagram je regularni tfetiho stupné.

& Poznamka: Graf G je regularni, jsou-li vSechny jeho vrcholy stejného
stupné.

Takovou kruznici se sttedem ve vrcholu v ozna¢me C(v).

% Tvrzeni: Pro kazdy vrchol v Voronoiova diagramu sestrojeného na mnozingé
bodi S plati, ze kruznice C(v) neobsahuje jiny bod mnoziny S.
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Duikaz: Necht’ py, p; a p; jsou tfi z bodli mnoziny S, které leZi na kruznici C(v),
jak je ukazano na obrazku 4.

P1

Obr. 4: Kruznice C(v) nemuze obsahovat jiny bod mnoziny S.

Obsahuje-li kruznice C(v) néjaky jiny bod z S, feknéme p,, pak p, lezi blize

k v nez py, p, a p3. To ale znamena (podle definice Voronoiova polygonu), ze
v musi lezet v polygonu /(4) a ne v polygonech V(1), (2), ani V(3). To je ale
rozpor, nebot’ v zadani je v pro V(1), V(2) a V(3) spole¢né.

% Tvrzeni: Kazdy nejblizsi soused vrcholu p; definuje hranu Voronoiova
polygonu V(7).

Diukaz: Nect’ p; je nejblizsi soused bodu p; a necht’ v je stied usecky p; pj, viz.
obrazek 5.

Ptedpokladejme, Ze v nelezi na hranici V(7). Pak isecka p;v protind né¢jakou
hranu polygonu Vi), feknéme Voronoiovu hranu danou body p; a py, v bod¢ u.
Potom délka(piu) < délka(p;v), takze

délka(ppy) < 2*délka(piu) < 2*délka(p;v) = délka(pip;), coz znamena, ze py lezi
blize k p; nez p;.
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& Tvrzeni: Polygon V(i) je neohrani¢en (otevien) jen a pouze tehdy, kdyZ bod
pi je bodem konvexni obalky mnoziny S.

Dtkaz: Nepatti-li bod p; konvexni obalce mnoziny S, lezi uvnitf né¢jakého
trojuhelnika p,p,p;. Predpokladdejme, Ze kruznice Cy, prochéazi body p;, p; a pa,
kruznice Cy3 body p;, p1 a p3 a konecné na kruznici C,; lezi body p;, p; a p3, jak
ukazuje obrazek 6.

X

?20

A1z

Obr. 6: K diikazu vySe uvedeného tvrzeni.

Kazda z téchto kruznic ma kone¢ny polomér. Dale A4, je kruhovy oblouk na
kruznici Cj, mezi body p; a p, takovy, Ze neobsahuje bod p;. Lze snadno
ukazat, ze kazdy bod lezici na oblouku A4, je blize k p;, nebo k p,, nez k p;.
Totéz lze ukdzat 1 pro kruznice C;3 a Cp;. Necht’ C je kruznice obklopujiciCy,,
Ci3 1 Cy;. Tvrdime, ze kazdy bod x lezici vné C je blizsi k jednomu bodu z p;,
P2, nebo ps, nez k p;. Opravdu, vezméme usecku xp;. Tato usecka protina jednu
ze tii stran trojuhelnika pp,p;, feknéme pp,. To znamena, ze protina také
oblouk 4, v bod¢ u. Bod u je ale blizsi bud’ k p; nebo k p, nez k p;. Jelikoz x
je blizsi k py, p», nebo k p;, nez k p;, polygon V(i) lezi cely uvnitt kruznice C
a je uzavieny. Voronoitv polygon V(i) je tedy uzavieny a necht’ ey, e, ... , e
(k> 3) je posloupnost jeho hran. Kazda hrana e, (h =1, ... , k) leZi na kolmici
pulici Gsecky pipn, kde py, € S a h #i. Z toho plyne, Ze p; je vnitinim bodem
polygonu pp;, ... p, tj. bod p; neni bodem konvexni obalky mnoziny S.

JelikoZ jen neuzavieny (neohrani¢eny) polygon miize mit ,,paprsky*
jako své hrany, pak tyto ,,paprsky* oddéluji dvojici sousedti konvexni obalky
mnoziny S.

Nyni vezméme nad$ Voronoiliv diagram a uiseCkou spojme kazdé dva
sousedni body tak, Ze ji protneme hranu spole¢nou piisluSnym Voronoiovym
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polygonim. Dostaneme tak planarni graf sestrojeny na mnozin¢ bodi S dualni
k Voronoiovu diagramu, viz. obrazek 7.

Obr. 7: Planarni graf dualni k Voronoiovu diagramu.

& Tvrzeni: Graf dudlni k Voronoiovu diagramu je triangulace mnoziny boda
S.

Diikaz: Abychom dokézali, Ze graf dudlni k Voronoiovu diagramu je
triangulace, musime ukdzat, Ze konvexni obalka mnozZiny § je rozdélena na
trojuhelniky dané body z S. Tyto trojihelniky jsou konstruovany nasledovné.
Necht’ v je Voronoitiv vrchol sdileny polygony V(1), V(2) a V(3). T(v) je
potom trojuhelnik tvofeny vrcholy p, p; a p3. Tvrdime, ze lezi-li cely
trojuhelnik 7(v) uvniti konvexni obalky S, pak neni degenerovany (tj. py, p»
a p; nejsou kolinearni). V ptipadé¢, ze by p1, p» a p; byli kolinearni, pak by
useCky pp,, pops a pip; lezeli na jedné ptimce a jejich osy by byly
rovnobézné. Vrchol v ovSem leZi na jejich praseciku, tj. v nekone¢nu. To
znamena, ze V(1), V(2) a V(3) jsou neuzaviené, tj. kolinedrni body py, p> a p;
jsou body konvexni obalky, coz je v rozporu s tvrzenim, ze T(v) lezi uvnitt
této obalky mnoziny S.

% Tvrzeni: Voronoiilv diagram sestrojeny na mnoziné N bodi se sklada
znejvyse 2N — 5 vrcholti a 3N — 6 hran.

Diikaz: Kazdé hran¢ dualniho grafu nélezi pravé jedna Voronoiova hrana.
Triangulace duélni k tomuto Voronoiovu diagramu ma nejvyse 3N — 6 hran
a 2N — 4 oblasti. Proto pocet Voronoiovych hran je také nejvyse 3N — 6,



Chyba! Neznamy argument 33
prepinace.

zatimco pocet vrcholil diagramu je nejvyse 2N — 5, nebot’ k Voronoiovu
polygonu je dudlni pouze ohranicena oblast triangulace.

& Poznamka: Kazdy Voronoilv polygon muze tvofit nejvyse N — 1 hran.
ProtozZe hran je vSak celkem nejvySe 3N — 6 a kazda z nich je sdilena pravé
dvéma polygony, primérny pocet hran Voronoiova polygonu nepievysuje
¢islo Sest.

Z toho plyne, Ze zavedenim duality mtze byt (jak uz bylo uvedeno na
zacatku kapitoly) vyuzito Voronoiova diagramu pro konstrukci Delaunayovy
triangulace.

3.3.2 DCEL (Double-Connected-Edge-List)

Jesté nez se budeme zabyvat samotnou konstrukci Voronoiova
diagramu, seznadmime se s datovou strukturou, na kterou se v dalSich
kapitolach budeme odvolavat.

DCEL (Double-Connected-Edge-List) je datova struktura zvlasté vhodna k
popisu planarnich grafii. Planarni graf G = (V, E) je mapovanim kazdého
vrcholu ¥ do bodu v roviné a kazdé hrany E do jednoduché ktivky spojujici
dva obrazy dvou vrcholl naleZicich hrané E tak, ze Zadné dva obrazy hran se
neprotinaji (s vyjimkou jejich koncovych bodli). Navic plati, ze pro planarni
grafy jsou témito kiivkami Gsecky, tedy opé€t hrany.

Necht V= {v,...,vw} aE={ey, ..., eq}. Hlavni slozkou DCEL
planarniho grafu (V, E) je uzel hran. Kazda hrana je v DCEL reprezentovana
pravé jednou. Kazdy uzel se sklada ze &tyi poli V', V2, F', F* a dvou ukazateld
P'a P. Proto je DCEL reprezentovéna Sesti poli o M polozkach. Nyni si
vysvétleme vyznam t&chto poli. Pole ¥! obsahuje po&atecni bod hrany, pole /2
koncovy bod hrany a tak je hrana zorientovéana. Pole F' a F* obsahuji nazvy
oblasti leZicich po levé strané a po pravé stran€ hrany vzhledem k jeji
orientaci. A kone&ng ukazatelé P' a P* ukazuji na, ve smyslu pofadi proti
chodu hodinovych rugi¢ek, prvni hranu sousedici s hranou (V', ) vychézejici
z V' az V. Pro nazvy oblasti a vrcholéi miizeme pouZit typ integer. Piiklad
DCEL je ukazan na obrazku 8.

Vl V2 Fl FZ Pl P2
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Obr. 8: Priklad DCEL

To znamena, Ze napft. pro graf o N vrcholech a F oblastech, mizeme pouZzit
pole hlavic¢ek vrcholtt HV]1:N] a seznam oblasti HF[1:F]. Tyto dvé pole
mohou byt vyplnény v Gase O(N) prichodem poli V' a F'. Nasledujici
procedura VRCHOLY(j) vrati posloupnost hran spjatych s vrcholem v; jako
posloupnost adres uloZenych v poli 4.

procedure VRCHOL (j)
begin

[a] = j) then a := P'[a] else a := P?[a];

(n] :
f (V'[a] = j) then a := P'[a] else a := P*[a];

Vypoctova slo€itost této procedury je nepochybné pfimo imérna poctu hran
naleZicich vrcholu v;. Podobné miizeme sestavit proceduru OBLAST(;)
vracejici posloupnost hran ohraniCujicich oblast f;, a to pouze zaménou HV

a V' za HF a F'. Procedura VRCHOLYj) vraci hrany kolem v; v pofadi proti
chodu hodinovych rucicek, zatimco procedura OBLAST(j) vraci hrany kolem
oblasti f; v pofadi ve sméru chodu hodinovych rucicek.
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3.4 Konstrukce Voronoiova diagramu metodou rozdél-a-panuj

Ackoliv Voronoiovy diagramy uvadim pro zcela jiné ucely, bylo by
Skoda nezminit se o tom, Ze téchto diagramii se uziva v fad¢ jinych odvétvich.
Naptiklad v archeologii jsou Voronoiovy diagramy pouzivany k mapovani
schopnosti uzivat nastroje starovékymi kulturami a pro studium ptisobeni
soupeticich obchodnich center. V ekologii se jedna o zavislost pieziti
organismul na poctu ,,sousedii* soupeticich o potravu a svétlo a také o vyuziti
Voronoiovych diagramti druhii lest a pralesi a lokalit obyvanych riznymi
druhy Zivoc€isné fiSe pro vyzkum nésledk prelidnéni. Struktura molekul je
dana kombinaci ucinkt elektrickych sil a sil kratkého dosahu pisebeni, které
jsou zkoumany konstrukci podrobnych, dikladné vypracovanych
Voronoiovych diagramt.

Konstrukei Voronoiova diagramu Vor(S) na mnozin¢ bodi S minime
vytvofeni popisu diagramu, jako plandrniho grafu, skladajiciho se z
nasledujicich ¢asti:

1. Soufadnice Voronoiovych vrchold;

2. MnoZina hran spojujicich vzdy dva Voronoiovy vrcholy a dvé hrany,
sefazené proti sméru chodu hodinovych rucicek, které jsou jejich
nasledniky v kazdém koncovém vrcholu hrany (DCEL, nebo-li
Double-Connected-Edge-List). Tato setfidénost zaroven definuje proti
sméru chodu hodinovych rucic¢ek orientované cykly hran v kazdém vrcholu
a po sméru chodu hodinovych rucic¢ek orientované cykly hran kolem kazdé
oblasti (Voronoiovych polygont).

Nejjednodussi ptistup ke konstrukci Voronoiova diagramu je
konstrukce jeho polygoni po jednom v kazdém kroku. Jelikoz kazdy
Voronoitiv polygon je prinikem N — 1 polorovin, mizZe byt sestrojen v Case
O(N logN) a cely diagram tedy v celkovém ¢ase O(N* logN). Déle ukazeme,
ze cely diagram miize byt sestrojen v optiméalnim case O(N logN), coz
znamenad, ze konstrukce diagramu je asymptoticky ne vice slozitd nez nalezeni
jednoho z jeho polygonti!

Tato slozitost je divodem toho, Ze Voronoitlv diagram je eminentnim
uchazecem o metodu rozdel-a-panuj. Hrubé nastinéni algoritmu:

procedure VORONOI DIAGRAM

krok (1) Rozdél S na dvé podmnoziny S; a S, ptiblizné stejné velké.
krok (2) Sestroj rekurzivné Vor(S;) a Vor(S,).

krok (3) Spojenim Vor(S;) a Vor(S,) vrat’ Vor(S).

Pozdéji si ukazeme, ze krok (1) mize byt proveden v ¢ase O(N).
Oznacime-li T(N) celkovy €as potiebny pro béh algoritmu, pak krok (2) je
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proveden piiblizn€ v ase 27(N/2). Vor(S;) a Vor(S,) mohou byt spojeny do
Vor(S) v linearnim ¢ase. Potom optimalni algoritmus ma slozitost O(N logN).

Definice: Necht’ {S), S,} je déleni mnoziny S. Pak o(S}, S,) znac¢i mnozinu
Voronoiovych hran, které jsou spolecné pro par Voronoiovych polygona V(i)
al(j),kdep; e S;ap; e S..

% Tvrzeni: o(S), S,) je mnozina hran podgrafu Voronoiova diagramu Vor(S)
o téchto vlastnostech:

(1) o(Sy, S,) se sklada z hranové disjunktnich cykla a fetézcu. Jestli-ze
fetézec obsahuje praveé jednu hranu, pak je touto hranou ptimka. V
opacném pripadé jsou jeho dvé extrémni hrany (pocatecni a koncova)
polopiimkami.

(i1) Jsou-li S; a S, oddéleny linearné (tj. ndlezi-li délicimu fetézci vice nez
jeden bod, pak vSechy tyto body lezi v jednom dé€leni), pak je o(S), S5)
jednoduchy monotdni fetézec.

Dukaz:

(1) Pfedstavme si, Ze ve Voronoiove diagramu Vor(S) obarvime vSechny
polygony {V(i): p; € S,} Cervené a vSechny polygony {V(j): p; € S>}
zelené. Dostaneme tak dvoubarevnou diagram. Je na prvni pohled vidét,
ze hranice mezi polygony riznych barev jsou hranové disjunktni cykly a
fetézce. Poznamenejme, Ze dvé ¢asti fetézce o(S), S;) mohou sdilet vrchol
pouze v piipad¢, Ze tento vrchol je nejméné Ctvrtého stupné. Protoze vSak
vSechny vrcholy Voronoiova diagramu jsou tietiho stupné (viz. vyse),
tvrdime, Ze tyto ¢asti jsou 1 vrcholové disjunktni. Kazd4 ¢ast retézce
o(S1, S>) roz€luje rovinu na dvé oblasti. Retézec se tedy sklada bud’ ze
samotné piimky, nebo obsahuje poloptimky tvotici pocatecni a koncovou
hranu.

(i1) Predpokladejme, ze S| a S, jsou oddéleny vertikalni Carou m a C je Cast
tetézce o(S), Sy). Vychdzeje z bodu ¢, zatneme traverzovat (pohybovat se
kiizenim smért) po C ve sméru klesajici soufadnice y, a tak budeme
pokracovat, dokud nenarazime na vrchol vy, ve kterém C zacne stoupat
vzhtru, jak ukazuje obrazek 1.
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P3 ' V1

Obr. 1: Kdlkazu, ze o(S;, S,) jednoduchy monotoéni fetézec.

Hrana v;v; je kolmou osou pp; a hrana v,v; je kolmou osou pp;. Protoze
y(v3) > y(v1) a y(v2) > y(vy) plati, Ze x(p3) < x(p;) < x(p,). Avsak, podle tvaru C,
P2 a p3 ndlezi stejné mnozing, coz je v rozporu s predpokladem, ze S; a S, jsou
odd¢leny vertikalni ¢arou. To znamena Ze vrchol v, nemiiZe existovat a fetézec
C je vertikaln€ monotoni.

Nyni pfedpokladejme, ze o(S;, S>) obsahuje nejméné dva (vertikalné
monotoni) fetézce C; a C,. Horizontalni piimka / protind kazdy z fetézct C,;
a C, v jednom bodg&. Prisecik této ptimky s C, lezi diky monotdnosti nalevo
od priseciku s C,, viz. obrazek 2.

Obr. 2: K dlikazu, ze o(S;, S,) se sklada z jednoho monotoéniho fetézce.

Pak existuji tii body p, p; a p5 takové, ze x(p;) < x(p2) < x(p3), a p; a p; nalezi
stejné mnozin¢ déleni {S), S,}, coz je v rozporu s ptedpokladem, ze S; a S,
jsou oddéleny vertikalné. To znamena, Ze 6(Sy, S>) je tvofen jedinym
monotonim fetézcem.
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Jsou-li §; a S, odd€leny linearn€, miizeme misto o fetézci 6(Sy, S>)
mluvit pouze o fetézci c. Je-li d€lici ¢ara m vertikalni, mizeme jednoznacné
fici, Ze ¢ déli rovinu na levou Cast . a pravou ¢ast Ty.

% Tvrzeni: Jsou-li S| a S, linearn& oddéleny vertikalni ¢arou tak, Ze S| je
nalevo od S,, pak Voronoiiv diagram Vor(S) je sjednocenim Vor(S;) N mp
a Vor(S,) N mg.

Dtikaz: VSechny body mnoziny S vpravo od ¢ jsou body mnoziny S,. Pak
vSechny hrany Voronoiova diagramu Vor(S) vpravo od ¢ oddé¢luji
Voronoiovy polygony V(i) a V(j), kde jak p;, tak 1 p; nalezi mnozin¢ S,. To
znamena, ze kazda hrana z Vor(S) v mg se bud’ shoduje, nebo je ¢asti néjaké
hrany z Vor($,). Analogicky vSechny body mnoziny S vlevo od ¢ jsou body
mnoziny S, a vS§echny hrany Voronoiova diagramu Vor(S) vlevo od ¢ odd¢€lu;ji
Voronoiovy polygony V(i) a V(j), kde jak p;, tak i p; ndlezi mnoZiné S). Z toho
vyplyva, ze kazda hrana z Vor(S) v n;, se bud’ shoduje, nebo je ¢asti n¢jaké
hrany z Vor(S)).

Nyni miizeme pfistoupit k ipravdm naseho hrubého algoritmu pro
konstrukci Voronoiova diagramu metodou rozdél-a-panuj. Algoritmus je
doplnén takto:

procedure VORONOI DIAGRAM

krok (1) Rozdél S na dvé podmnoziny S; a S, pfiblizné stejné velké podle
x-ové soufadnice.

krok (2) Sestroj rekurzivné Vor(S)) a Vor(S5).

krok (1la) Sestroj polygonalni fetézec o oddélujici S; a S,

krok (3b) Zru§ vSechny hrany Vor(S$,) lezici vlevo od ¢ a stejn¢ tak vSechny
hrany Vor(S;) lezici vpravo od c. Vysledkem je Vor(S), tedy
Voronoitiv diagram va mnoziné boda S.
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Obr. 3: Voronoiuv diagram levé ¢asti mnoziny S, tedy Vor(Sy).
Uspésnost této procedury zavisi na tom, jak rychle jsme schopni
sestrojit fetézec o, nebot’ krok (3b) jiz problém nepfedstavuje. Na obrazku
vyse, je ukdzan piiklad Vor(S)) a na nasledujicich obrazcich pak ptiklad

Vor(S,) a vysledny Vor(S).
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Obr. 4: Voronoiuv diagram pravé ¢asti mnoziny S, tedy Vor(S,).
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Obr. 5: Slouceni Vor(S,) a Vor(S,) pomoci fetézce c.

Inicializa¢ni déleni mnoziny S v medidnu x-ovych souradnic mize byt
provedeno v ¢ase O(N) standardnim algoritmem pro uréeni medianu.
(& Poznamka: Medidn Ize snadno urcit tak, Ze nejdiive pole setfidime a pak
vybereme jeho prostfedni prvek. Je vSak zfejmé, Ze tento zplisob nebude
nejoptimalnéj$i. Mnohem lepSim zplisobem je napt. metoda déleni
posloupnosti na tseky.)
Krok (3b) mtze byt proveden v Case O(|S;| + |Sz|) = O(N).
To znamend, Ze nyni zbyva nalézt vhodny, dostate¢né vykonny zptlisob
konstrukce fetézce G.

3.4.1 Konstrukce retézce o

Prvnim krokem pii konstrukci fetézce o je nalezeni jeho
poloptimkovych koncovych (resp. poc¢atecni a koncova) hran (paprskii).
Vsimnéme si, ze kazdy takovy paprsek fetézce o je kolmou osou pomocného
segmentu mezi CH(S)) a CH(S,). Jelikoz S| a S, jsou linearné odd¢leny,
vznikaji praveé dvé pomocné polygonové oblasti CH(S,) a CH(S,). Existuji-li
konvexni obalky téchto dvou oblasti, pak vySe zminéné pomocné segmenty,
oznaéme je ¢ a t,, jsou sestrojitelné nejhlire v linearnim case a naSe paprsky
fetézce o mohou byt rychle nalezeny, jak ukazuje obrazek 6.
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CH(Sy)

Obr. 6: Hledani paprsku fetézce o.

Zname-li paprsky fetézce o, pokracujeme v konstrukci hranou po
hran¢€, dokud nenarazime na koncovy paprsek. Tuto konstrukci ptiblizuje
nasledujici obrazek 7.
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Obr. 7: Konstrukce fetézce o cik-cak pochodem.

Horni paprsek (vstupni hrana) je kolma osa bodu p; a p4. Pfedstavme si
bod z pohybujici se po paprsku z nekone¢na smérem dold. Nejdiive bod z lezi
v n¢jakém polygonu jak diagramu Vor(S)), tak i Vor(S,) (v nasem piipadé ve
V(7) a V(14)). Pokracuje, dokud neptekiizi hranu jednoho z téchto polygond,
kdy zméni smér pohybu. V nasem piipadé€ bod z nejdtive narazi na hranu
diagramu Vor(S,). To znamen4, Ze nyni je bod z blize k vrcholu py; nez
k vrcholu py4, tedy dal se bude pohybovat po ose kolmé na psp;,. Tak bude
pokracovat, dokud nenarazi na osu kolmou na pgp; Voronoiova diagramu
Vor(S)) a dal bude pohybovat po ose kolmé na pgp;;. Takovym zplisobem
pokracuje bod z v traverzovani dokud nenarazi na dolni (vystupni) paprsek
fetézce .

Za predpokladu, zZe fetézec G je traverzovan ve sméru rostouci y-ové
soufadnice, si ukazeme lepsi mechanismus tohoto pochodu, ktery k stavajici
hran¢ e a stavajicimu vrcholu v (v je horni koncovy vrchol hrany e) najde
nasledujici hranu e’ a vrchol v'. Oddé€luje-li hrana e polygony V(i) a V{j), pro
pi € Sy ap;j € S, pak V' bude bud’ priiseCikem hrany e a hranice polygonu V(i)
v diagramu Vor(S)), nebo prisecikem hrany e a hranice polygonu V(j)

v diagramu Vor(S5), podle toho, ktery je k v blize. Takze prochazenim hranic
V(i) ve Vor(S;) a V(j) ve Vor(S,) mizeme snadno urcit vrchol v'. NaneStésti,
fetézec o muze zlstat uvnitt daného polygonu V(i) po n€kolikerém otoceni
pred tim, nez protne nékterou z jeho hran. Kdybychom vsak mély pokazdé
prohlizet vS§echny polygony V(7), museli bychom provést piili§ velké mnozstvi
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porovnani (dostavame se ke kvadratickému ¢asu). Nastésti struktura
Voronoiova diagramu skytd mnohem efektivnéjsi postup.

Predpokladejme, zZe fetézec o se skldda z posloupnosti vice nez jedné
hrany ey, ey, ..., ex polygonu V(i), kde p; € S; (viz. obrazek, kde k = 3).

Hranice V(i)

b}

Obr. 8: Praseciky g1, g2 a g3 jsou sefazeny na C..

Protahnéme hrany e, smérem od vrcholu v, do nekone¢na. Vznikne tak
poloptimka (paprsek) 7y, ktera protind hranici polygonu V(i) v diagramu
Vor(S)) v bod¢ g,,. Dale oznacme ¢ast fetézce o tvorenou posloupnosti hran ey,
e, ..., e jako C; a ¢ast hranice polygonu V(i) vpravo od fetézce o jako C,.
Podietézce C; i C, jsou konvexni (C; je ¢asti konvexniho polygonu (i), tieba
1 neuzavieného). Jelikoz thly z v,gy, do vpgn, jsou stejného znaménka,
praseciky qi, q», ..., gx jsou na C, sefazeny. To znamena, ze C,, tedy Cast
hranice polygonu V(i) pattici diagramu Vor(S)), je tfeba prochazet ve sméru
chodu hodinovych rucicek, bez vraceni se zpét. Stejné tak 1ze ukazat, ze
hranici polygonu V{(j) v diagramu Vor(S,) je tfeba prochézet naopak proti
sméru chodu hodinovych rucicek, také bez vraceni se zpét.

Piesné&ji, predpokladame, Ze oba diagramy Vor(S)) i Vor(S,) jsou dany
strukturou DCEL, kde (viz. kapitola DCEL) hranice oblasti ve Vor(S)) jsou
orientovany po sméru chodu hodinovych rucicek a hranice oblasti ve Vor(sS,)
jsou orientovany proti sméru chodu hodinovych ru¢icek. DCEL diagramu
Vor(S)) obsahuje ukazatel NEXT;[ ] uréeny pro prochézeni hranice oblasti ve
sméru chodu hodinovych rucic¢ek a podobné DCEL diagramu Vor(S5)
obsahuje ukazatel NEXT,[ ] ur€eny pro prochazeni hranice oblasti proti sméru
chodu hodinovych rucicek. V algoritmu jsou udrzovany tii hrany: hrana e; ve
Vor(S)), hrana eg ve Vor(S,) a ,,aktivni hrana“ e fetézce o (ve skute¢nosti
pfimka, na které lezi hrana e). Pro hranu e dale udrzuje jeji pocatecni vrchol v
(vrchol v+ na pocateCnim paprsku e* vhodné zvolime). Nakonec udrzuje dva
body z mnoziny S: bod p; € S; abod pr € S,, pro které plati, ze aktivni hrana
e lezi na ose pulici isecku p; pr. Prisecik hran e a e’ oznacime jako I(e, e').
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Vyraz l(e, ') = A bude znamenat, Ze se e a e’ neprotinaji. Proménnymi ¢, a #,
oznacime, jiz vyse pouzité a vysvétlené, pomocné hrany, pficemz ¢, = pq.
Implementace kroku (3a) bude tedy vypadat nasledovné:

begin
1. p. = p;
2. pr = 0Q;
3. e = e*; (* Znaku * je pouzito jako indexu *)
4. V = V*;
5. e, := prvni hrana (otev¥ené) hranice polygonu V(py);
6. er := prvni hrana (otev¥ené) hranice polygonu V(Pg);
7. repeat
8. while (l(e, e,) = A) do e, := NEXT,[e.];
(*Pruchod hranici polygonu V(pp)*)
9. while (l(e, e) = A) do ey := NEXT,[ez];
(*Prachod hranici polygonu V (pPg)*)
10. if (l(e, e)) je bliZe k Vv nez l(e, ey)) then
begin
11. v = 1(e, e);
12. p. = bod z S leZici na opacné strané hrany e;
13. € := osa pulici hranu p:P=x;
14. €, = opac¢na hrana k €
(*hrana z V(pL), ale opalnym smérem neZ stard ep*)
end else
begin
15. v = l(e, ep);
16. Pr = bod z S leZici na opac¢né strané hrany €g;
17. € = osa ptlici hranu P:iPr;
18. €z = opac¢na hrana k €y
(*hrana z V(pr), ale opalnym smérem neZ stara eg*)
end
19. until (ppz = t,)
end.

Nyni né€kolik slov k algoritmu. Na fadcich 1 az 6 probiha inicializace,
po které, na fadcich 7 az 19, prochdzi fetézec c. Samotné prochézeni obalek
polygont V(pr) a V(pr) bez vraceni se, jak jsme si ptiblizili vyse, se realizuje
fadky 8 a 9. Radky 11 az 14 a 15 az 18 aktualizuji vztahy mezi parametry
{v, pL, pr, €L, er} ménici se béhem pruchodu, a to v konstantnim case. Jelikoz
Vor(S;) dohromady s Vor(S,) neobsahuji vice nez 3N — 6 hran a ne vice nez
O(N) vrcholt v fetézci o, pak slozZitost celé konstrukce fetézce o muze byt
pouze linearni funkci.

Nyni si pfipomenme, Ze pii konstrukci Voronoiova diagramu musime
zru$it vS§echny hrany Vor(S)), které lezi vpravo od fetézce G a stejné tak
vSechny hrany Vor(S5), které lezi vlevo od fetézce . To u€inime pii priachodu
po ¢i proti smeru chodu hodinovych rucicek po obvodu polygont V(p;)

a V(pr) béhem konstrukce o. Proces spojovani Vor(S;) s Vor(S,) do Vor(S)
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tedy probéhne v linedrnim ¢ase. Tuto kapitolu nyni uzavieme néasledujicim
tvrzenim:

& Tvrzeni: Konstrukce Voronoiova diagramu sestrojeného na mnoziné N
bodil v roviné je vypoctove slozitosti O(N logN).

Diikaz: Cas, zavisly na procedute pro rekurzivni spojovani dil¢ich
Voronoiovych diagraml, je popsatelny opakovanim vztahu

T(N) =2T(N/2) + O(N) = O(N logN) (kde T(N) je celkovy Cas potfebny pro
b¢eh algoritmu, 27(N/2) je Cas potiebny pro rekurzivni konstrukei Vor(Sy)

a Vor(S,) a konecné O(N) vystihuje linearni ¢as pro spojeni Vor(S;) s Vor(S,)
do Vor(9)).

& Tvrzeni: Triangulace duédlni k Voronoiovu diagramu je takova triangulace,
ze uvnitt kruznice opsané kazdému jejimu trojuhelniku se nenachézi jiny bod
mnoziny S, tj. je to Delaunayova triangulace.

Dtikaz: Diikaz vychazi ze samotné podstaty Voronoiova diagramu, jehoz
kazdy vrchol v (stfed kruZnice opsané trojuhelniku pipipy) je sdilen pravé tiemi
Voronoiovymi polygony ¥(i), V(j) a V(k), pficemz polygon V(i) nebsahuje
zadny jiny bod nez p; a stejné tak polygon V(j) (resp. V(k)) nebsahuje zadny
jiny bod nez p; (resp. py).

& Poznamka: Jak uz bylo jednou feceno, triangularizace je jen jednou z
mnoha uloh feSitelnych prostfednictvim Voronoiova diagramu. Dalsi takovou
ulohou je napf. hledani mnoziny nejblizsich sousedii dané¢ho bodu. Pro bod p;
jsou prvky této mnoziny body py, p,, ..., px, pro néz plati, Ze jejich
Voronoiovy polygony V(1), V(2), ..., V(k) jsou sousedy polygonu V(7). Stejné
snadno lze prostfednictvim Voronoiova diagramu fesit ilohu konstrukce
konvexni obalky mnoZziny bodd. V tomto piipad¢ vyuZzijeme pravidla, ze
kazdy paprsek opoustéjici Voronoilv diagram je osou pulici pravé jednu
hranu pattici konvexni obdlce, jak ukazuje posledni obrazek 9 této kapitoly.



Chyba! Neznamy argument 46
prepinace.

Obr. 9: Konstrukce konvexni obalky mnoziny bodu prostfednictvim Voronoiovych
paprsku

3.5 Prirustkova kostrukce Voronoiova diagramu

PtirGstkovy typ algoritmu pro konstrukci Voronoiova diagramu zac¢ina
s jednoduchym Voronoiovym diagramem s dvéma ¢i ttema generatory (body
vstupni mnoziny S) a ten pak krok za krokem modifikuje pfidavanim
v kazdém kroku po jednom novém generatoru.

Zakladni princip algoritmu ilustruje obrazek 1, kde je na obr. 1(a)
zobrazen dany Voronoilv diagram a na obr. 1(b) je oznacen prazdnym
krouzkem novy generator p piidavany do diagramu.

Voronoitv polygon tohoto nového generatoru p sestrojime takto:

(1) Lokalizujeme Voronoitiv polygon ¥(i), do které¢ho generator p padl.

(2) Sestrojime osu ptlici usecku pp;, a ta protne polygon V(i) ve dvou bodech
(body lezici v priniku vnitini oblasti polygonu V(i) a ptimky prochazejici
témito dvéma priseciky jsou stejné vzdalené od obou generatord p i p;,

a navic jsou k t¢émto dvéma generatoriim blize, nez ke kterémukoli jinému
v diagramu). Vezmeme jeden z téchto dvou prisecikil (ozna¢me g)

a pfejdeme jeho smérem do polygonu V(). Sestrojime osu pulici tisecku
ppj, a ta protne polygon V(j) ve dvou bodech. Jednim z nich je bod g.
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Vydame se smérem druhého priseciku a tento proces opakujeme, az
narazime znovu na polygon ¥(i), tj. Voronoitv polygon V' generatoru p se
uzavfe.

(3) Z diagramu vypustime vSechny vrcholy, hrany a ¢ésti hran, které lezi
uvniti polygonu V a aktualizovany Voronoiiv diagram doplnime o nové
Voronoiovy vrcholy (vrcholy polygonu V) a nové Voronoiovy hrany
(hrany tvofici obalku polygonu V - na obr. vyznaceny carkovang).

Obr. 1: (a) Dany Voronoilv diagram. (b) Pfidani nového generatoru p.

Tuto proceduru, tj. kroky (1) az (3), opakujeme pro kazdy bod mnoziny
S vkladany do diagramu. Vhodnou upravou, kterou se vyhneme feSeni
nékterych neptijemnych specialnich ptipadi (rovnobézné Voronoiovy
paprsky) a ktera zaroven eliminuje pocet Voronoiovych paprski na tfi, je
pfidani tfi pomocnych generatort takovych, Ze vSechny ostatni body mnoziny
S budou leZet uvniti trojiihelnika tvotené¢ho témito generatory.

Celkova primérna vypoctova slozitost algoritmu je linedrné rostouci
s poctem generatord vstupni mnoziny, tedy O(N ), neni ovSem optimalni,
nebot’ nejhorsi vypoctova sloZitost algoritmu je O(N?).

3.6 Prirustkova kostrukce Voronoiova diagramu s dirazem
na topologickou stabilitu

VétsSina algoritmt je navrhnuta za predpokladu, ze béhem vypoctu
nebude dochazet k numerickym chybam. V praxi se témto chybam pfi pouziti
béZzné aritmetiky s plovouci desetinou teckou zcela nevyhneme (je napiiklad
velmi obtizné korektné posoudit, jestli bod lezi uvnitf, vné€ nebo piimo na
kruznici). Geometrické neptesnosti se ¢asto promitnou na topologickych
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chybéch a tak se miize stat, ze teoreticky spravny algoritmus generuje chybné
vysledky. Takto vznika hluboka propast mezi teoreticky spravnymi algoritmy
a v praxi spravné fungujicimi programy. V této kapitole si piredstavime
teoreticky spravny algoritmus, ktery dava korektni vysledky i v praxi

a vyplnuje tedy tuto propast.

Zakladni myslenka jvychazi z predpokladu, ze numerickych chyb
béhem vypoctu stale piibyva, takze dalsi rozhodnuti zaloZzena na numerickych
vypoctech jsou nespolehlivé. Za tohoto piedpokladu je o€ividné nemozné
Voronoiilv diagram sestrojit pokazdé spravné. Proto pozménime cil naSeho
snazeni a pokusime se sestrojit diagram, jehoZ né€které charaktreristiky budou
z topologického hlediska stejné jako charakteristiky ideélniho Voronoiova
vysledky. To ale neznamend, Ze numerické vypocty nejsou dilezité. Nasi
snahou bude vyladit cestu numerickych vypoctl s ohledem na topologickée
vlastnosti.

Zékladnim kamenem pro dalsi uvahy je ptiriistkova metoda kostrukce
Voronoiova diagramu popsana v ptedchazejici kapitole (proto ji nyni
nebudeme popisovat, abychom se zbytecné neopakovali). Tato metoda je
principidlné velmi jednoducha a da se fict, Ze je i pomérné dost odolna proti
numerickym chybam (proto jsou také programy zalozené na ptirtstkové
metod¢ Casto uzivany v mnoha aplikacich).

Nicméné 1 algoritmy zaloZené na pfiristkové metodé, stejné jako
mnohé jiné, si tézko poradi s n€kterymi degeneracemi béhem vypoctu.
Ptikladem je nésledujici obrazek, na kterém se po prob&hnuti procedury
konstrukce Voronoiova polygonu pfiristkovou metodou diky numerické
chybé tento polygon neuzavfe.

Obr. 1: NaruSeni topologie zplsobené numerickymi chybami pfi pfirdstkové metodé
konstrukce Voronoiova diagramu.
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3.6.1 Pristup s diirazem na topologickou stabilitu

Voronoitlv diagram je vlastné planarni graf. Oznacme jako G; graf
sdruzeny s Voronoiovym diagramem sestrojenym na i generatorech py,
P2, ---» pPi. Z topologického hlediska miizeme piidani nového generatoru p; do
Voronoiova diagramu sestrojeném na / — 1 generatorech py, p,, ..., pri
povazovat za piechod od G| k G;. Tento piechod fesi nasledujici procedura
[SUGI92]:

procedure A

Al. Vyber podmnozinu 7 mnoziny vrchold grafu G,;.

A2. Prokazdou hranu spojujici vrchol z T's vrcholem nepatiicim do T’
generuj novy vrchol, ktery tuto hranu rozdéli na hrany dve¢.

A3. Sestroj nové hrany spojujici vrcholy generované krokem A2 tak, ze tvofi
cyklus uzavirajici vrcholy z 7.

A4 . Odstran z T vSechny vrcholy a s nimi spjaté hrany (vnitini oblast cyklu
povazuj za Voronoitv polygon nového generatoru p;) a oznac vysledny
graf za G,.

Ptiklad chovani této procedury je ukazan na obrazku 2, sledujte napf.
¢ast (a). Plnymi Carami je zndzornén graf G, a Ctyfi plné krouzky reprezentu;i
vrcholy vybrané krokem A1l. Potom je krokem A2 generovano Sest vrcholil
znazornénych prazdnymi krouzky, mezi kterymi jsou krokem A3 generovany
nové hrany (Carkovand cara) tvorici ,,novy* Voronoituv diagram. Podgraf
ohrani¢eny timto polygonem je potom krokem A4 zruSen.
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Obr. 2: Topologicky aspekt pfidani nového generatoru.

Nyni se budeme zabyvat volbou mnoziny 7, na které zalezi korektnost
celé procedury konstrukce Voronoiova diagramu. V prvnim kroku sestrojime
pomocny trojihelnik tvofeny tfemi pomocnymi generatory takovy, ze vSechny
body mnoziny generatorti lezi uvnitt tohoto trojihelnika. Dale pfecislujeme
generatory tak, ze pi, p, a p; jsou pomocné generatory a pa, ps, ..., Pn j€
posloupnost pivodnich generatort, kde » = plivodni pocet + 3. Nyni se
pokusime sestrojit Voronoiiv diagram na mnozin¢ bodt S = { p1, p2, ..., Pu}-

Voronoitv diagram pomocnych generatort py, p, a ps je tvofen tifemi
poloptimkamy (paprsky), viz. nasledujici obrazek 3(a). Pro reprezentaci
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topologické struktury tohoto diagramu pouzijeme planarni graf Gs, na obr.
3(b), ve kterém zavedeme dostatecné velkou uzavienou kiivku, jejiz priseciky
s Voronoiovymi paprsky (malé ¢tverecky) definuji koncové body téchto
paprsku.

(a) (b)

Obr. 3: (a) Voronoiuv diagram pro tfi generatory a (b) jeho graf.

Konstrukci za¢neme s G3, k némuz bod po bodu ptiddvame generatory
P4 Ps» ---» Pn. DiKy tomu, Ze pomocné generatory py, p, a p; jsou jedinymi
vrcholy konvexni obalky mnoziny generatort, je Voronoiliv polygon prave
piidaného generatoru vzdy uzavieny, tj. nikdy se negeneruji nové Voronoiovy
paprsky (pfipomenime, Ze Voronoiuv polygon V(i) je neuzavieny pouze tehdy,
patfi-li vrchol p; konvexni obélce vstupni mnoZiny).

Nyni ozna¢me jako G, |(T) podgraf grafu G|, kde T je podmnozina
mnoziny vrcholt grafu G,_;. Tento podgraf G._;(7) tedy obsahuje vrcholy z T’
a hrany spojujici vzdy dva tyto vrcholy. Podgraf G,_i(7) je vlastné také
planarnim grafem. Rekneme, e cyklus C grafu G,_, je primdrni, plati-li, ze C
neohranicuje zadny vrchol ¢i hranu (primarni cyklus je vlastné Voronoitiv
polygon). Prinikem C N G,_(7) je podgraf grafu G, sestaveny z vrcholl
a hran patficich jak cyklu C, tak i grafu G._{(7).

Pro korektni funkci procedury A musi mnoZina 7 spliiovat nasledujici
podminky:

(C1) Mnozina T neni prazdna.

(C2) Graf G,_((T) je strom.

(C3) Pro kazdy primarni cyklus C grafu G, plati, Ze prinik C n G._((T) je
spojity.

Dukaz:
(C1) Diikaz tohoto bodu je zfejmy, nebot’ kazdy novy generator p; musi mit
sviyj vlastni Voronidv polygon.
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(C2) Kdyby G,((T) obsahoval cyklus, pak by byl Voronoitiv polygon
pivodniho generatoru vyjmut cely (obr. (e€)), coz neni mozZné.
Kdyby byl G,_(T) nespojity, pak by i novy Voronoitiv polygon byl
nespojity, (obr. (¢)), nebo by se ptivodni Voronoitiv polygon rozdélil
(obr. (d)), coz neni mozné. Proto G,_;(T) musi byt strom.

(C3) Je-li pranik C n G,_1(T) nespojity (obr. (e), na kterém je C cyklus
tvotici obalku polygonu V(p;)), pak Voronoiovy polygony V(p;) a V(p))
sdileji dvé nebo vice hran, cozZ je nemozné (z definice Voronoiova

polygonu).

3.6.2 Pouziti numerickych hodnot jako informace niZsi priority

V této podkapitole budeme fesit otazku vybéru prvki mnoziny 7’
a teprve za timto ti¢elem pouzijeme numerickych vypocti.

Pti konstrukci korektniho Voronoiova diagramu, by se podmnozina
generatortl 7'z procedury A skladala z vrcholti Voronoiova diagramu
(sestrojeného na mnoziné generatori py, py, ..., pi1) lezicich uvnitt
Voronoiova polygonu ¥(p;). Nedojde-li zde k numerické chybé, jsou tyto body
nalezeny nasledujicim zptsobem.

Necht’ (x;, y;) jsou soufadnice generdtoru p; (i =1, 2, ..., n) a (x, y) jsou
soufadnice libovolného bodu p v pravotocivém Kartézském systému
soufadnic. Necht” dale (v souladu s dosavadnimi konvencemi) vjj 0znaCuje
Voronoilv vrchol sdileny tfemi Voronoiovymi polygony V(p;), V(p;) a V(py)
v tomto potadi, které odpovida sméru proti chodu hodinovych rucicek
(nésledujici obr. 4).

Obr. 4: Voronoillv vrchol a ,jeho* tfi generatory.

Pak vy lezi uvnitf Voronoiova polygonu nového generatoru p; pouze
v piipadé, ze p; lezi uvnitt kruznice prochézejici vrcholy pj, pj a px.

Definujme H(p;, pj, px, p) vztahem (1) [SUGI92]:
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1 xi yi (xiz +y12)/2

1 x, vy, (x?—kyg) 2
H(piapjapkap)z ! / ]2 12 /

I x, » (xk'+)%)/2

I x vy (x2—+)ﬂ)/2

Pomoci tohoto vztahu mtizeme urcit polohu bodu p vzhledem ke kruznici
prochazejici vrcholy p, pj a pi takto:

Bod p lezi uvnitf této kruznice, plati-li nerovnost H(p;, pj, px, p) < 0 a naopak
vné této kruZnice leZi, plati-li nerovnost H(pi, pj, px, p) > 0. (Rovnice

H(pi, pj, px, p) = 0 s proménnou p reprezentuje kruznici prochazejici trojici
bodu p;, p; a pr.) Odtud by za pfedpokladu numerické spravnosti vypocti
platilo, Ze viy patfi do mnoziny T'v piipad€ H(p;, p;, px. p) < 0 a naopak tento
vrchol nepatfi do mnoziny T kdyz H(p;, pj, px., p) > 0. V piipadé, kdy

H(pi, pj, px. p) = 0, je potieba specialniho piistupu.

My vsak predpokladame, Ze béhem vypoctu mohlo dojit k numerickym
chybam a znaménko determinantu vzdy nemusi byt ur€eno spravné. Proto pii
vybéru prvki mnoziny 7 klademe vétsi diraz na podminky (C1) az (C2).
Numerickych hodnot H(p;, pj, px, p) pouzijeme pouze pro vybér nejslibnéjsi
mnoziny, mnoziny 7, za ptedpokladu, Ze podminky (C1), (C2) a (C3) jsou
uspokojeny. Takovym zpiisobem pracuje nasledujici procedura, kterd ma za
ukol najit pii vkladani nového generatoru p; podmnozinu 7.

procedure B
I.  Najdi generator p;, ktery je nejblize k bodu p,, tj. najdi polygon V(p;), ve
kterém se p; nachazi. Mezi Voronoiovymi vrcholy vj, které lezi na
hranici V(p;), vyber ten, pro ktery vychazi H(pi, pj, px, p) nejmensi.
Mnozina T pak bude jednoprvkové mnozina obsahujici tento vrchol.
II. Do chvile, kdy jiz mnozinu 7 nebude moZn¢ rozsifit o dal§i generator,
opakuj nasledujici krok B.2.1.
Kazdy Voronoitav vrchol vjy spojeny Voronoiovou hranou
s prvkem mnoziny T piidej do T'v piipad€, ze H(p;, pj, px, p) <0
a vyslednd mnoZzina 7 uspokojuje podminky (C2) a (C3).

To znamenad, Ze nedoslo-li k degeneraci ¢i k numerické chybg,
procedura B vybere jako prvky mnoZiny 7 Voronoiovy vrcholy, které by byly
smazany béhem ptidavani nového generatoru p,. I kdyz dojde k chybam
v numerickych vypoctech, mnoZina 7 sestrojena procedurou B uspokojuje
podminky (C1) az (C3), nebot’ alespon jeden prvek je vybran krokem B1
a platnost podminek (C2) a (C3) je zajiSténa, dokud je mnozZina 7 krokem B2
rozsifovana.

Procedura B je volana v prvnim kroku (A1) procedury A. To znamena,
ze pro danou mnozinu generatord S = { py, p, ..., pn} zapocneme konstrukci
s grafem Gj, z kterého pomoci procedury A (a v ni jako prvni krok pouzité
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procedury B) sestrojime grafy G, Gs, ..., G,. BohuZel velké numerické chyby
mohou zpuUsobit, Ze na vystupu je naSim algoritmem vygenerovan néjaky graf
Gy, ktery ,,topologicky souhlasi* v tom smyslu, Ze G, je planarnim grafem
délicim rovinu na » oblasti, pficemz zadné dv¢ z téchto oblasti nemaji dvé
nebo vice hran spole¢nych.

Podminky (C2) a (C3) mohou byt ovéfovany nésledujicim zptsobem.
Voronoiovy vrcholy ozna¢ime vzdy jednou ze tii znacek: ,,in%, ,,out” a ,,7*
(nerozhodnuto). Znacka ,,in*“ oznacuje vrcholy pfidané do mnoziny 7, znacka
»out™ znaci vrcholy, pro které bylo rozhodnuto, Ze do 7 ptfidany nebudou
a kone¢né znacku ,,?* nesou zbyvajici vrcholy. Déle pouZijeme dvé znacky
»incident® a ,,nonincident* pro Voronoiovy polygony. Jako ,,incident* budou
oznaceny polygony, jejichZ obalky obsahuji vrchol z mnoZiny 7, a jako
,»nonincident ostatni polygony. V kroku B2.1 je pak vrchol v, vybran
z Voronoiovych vrchold, které jsou oznaceny ,,?*“ a navic jsou sousedy
vrcholu z mnoziny 7. Pak G,_((T U {vji}) je strom pouze v piipadé€, Ze plati:

(C4) Voronoiiv vrchol vij nesousedi s dvéma nebo vice vrcholy oznacenymi
znackou ,,in“.

Stejné tak podgraf C N G (T U {vij}), pro kazdy primarni cyklus C
grafu G4, je spojity pouze v ptipad¢, ze plati:

(C5) Pro kazdy Voronoilv polygon oznaceny ,,incident®, tj. obsahujici
v obalce vrchol vy, plati, Ze tento vrchol viy sousedi s jinym vrcholem
této obalky oznacenym znackou ,,in“.

Platnost podminek (C2) a (C3) mize tedy byt posuzovano testovanim znacek
Voronoiovych polygonti pfislusejicich k vjx a Voronoiovych vrcholl
sousedicich s vj.

V inicializa¢ni ¢asti algoritmu ptifadime natrvalo tfem vrcholim grafu
G5 (malé ¢tvereCky na pomocné kiivce - viz. obr. vyse) znacku ,,out®. To
proto, ze Voronoitv polygon nového generatoru je vzdy ohraniCeny, takze
tyto tfi vrcholy nemohou pattit mnozin€ 7. Pii kazdém spusténi procedury B je
vSem ostatnim Voronoiovim vrcholim pfifazena znacka ,,?* a vSechny
Voronoiovy polygony jsou oznaceny jako ,,nonicident®. Pokazdé, kdyz je
Voronoiiv vrchol pfidan do 7, jeho oznaceni je zménéno z ,,?* na ,,in“ a s nim
incidentni Voronoiovy polygony oznacené ,,nonincident jsou pejmenovany
na ,,incident. Podobn¢ pokazd¢, kdyz je rozhodnuto, ze Voronoitiv bod
nebude ptidan do mnoziny 7, je jeho znacka zménéna z ,,?* na ,,out™.
Voronoiovy vrcholy a polygony, jejichZ znacky jsou béhem procedury B
zménény, jsou uchovavany a po ukonceni procedury B jsou tyto znacky
vymazany (tj. ,,in“ a ,,out* se piepiSe na ,,?** a ,,incident se pfepise na
»honincident®). Krok B2 tedy mize byt proveden v ase imérném velikosti
podstruktury, ktera je ruSena pfti vkladani nového generatoru.
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3.6.3 Zdokonaleni numerickych vypocta

Jak bylo feceno vyse, v této metodé je kladen vétsi diiraz na
topologickou stabilitu, nez na numerické vypocty, coz ovSem neznamena, ze
by numerické vypocty byly nedilezité. Nejdulezitési casti numerickych
vypocti je uréeni H(p;, pj, px, pi). Proto se budeme snazit najit co
nejspolehlivéjsi zplisob tohoto vypoctu.

Casto uzivanou metodou pro vypodet determinatu matice je Gaussova
elimina¢ni metoda, kterd byde patefi i naSeho algoritmu. V nasem piipadé
pocitame determinanty mnoha matic lisicich se od sebe jen velmi malo
(H(pi, pj, px> p1) je vycislen pro pevné i, j a k a ménici se /). To znamena, Ze by
bylo velmi vyhodné vyuzit ve vypoctu parcialnich vysledkt z predeslého
vypoctu. Z téchto dvou hledisek tedy vyplyvaji dvé mozné metody vypoctu
H(p, pj, px. pr) [SUGI92]:

Nejdfive upravime H(p;, pj, px, p1) na (vztah (2)):

I x Y (7 +31)/2
1 X Vv, (x2.+y2.)/2
H(p;.p;,pi.p)) = ! ’ eSO
S | Vi (x; +¥0)/2
0 xl_'xm yl_ym ((xl+xm)(x/_xm)+(yl+ym)(yl_ym))/2

1
= H;k (x, —x,,) _]_Iij‘k(yl _ym)+51_11;k((xl +x,)(x, —x,)+ (O, +y,)0, _ym))>

kde m kterykoli index z 7, j nebo k a H'y, kde s =2, 3, 4, je determinant
podmatice 3 x 3 ziskané z piivodni matice vynechanim ¢tvrtého fadku a s-tého
sloupce. Tedy:

Vztah (3):
1y, (F+y))2
Hy =\l y, (xj+y})/2=
Loy (x5 +yD))2

vo=ye (43005 =x)+ (0 + ), = 30)/2

Vi = Vi ((xk +xi)(xk _xi)+(yk +yi)(yk _yi))/z
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Vztah (4):
L x (7 +y))2
H;'k = x; (sz +yj2-)/2 =
I ox, (x5 +3)/2
— x./' - X ((xj +xi)(xj _xi)+(yj +yi)(y‘/ —yi))/2
Xp =X ((xk +xi)(xk _xi)+(yk +yi)(yk _yi))/z
Vztah (5):
Lox
Hj =|l x; y,|=
L x, »
_ X, =X (y,- -y
X —X; (yk +yi)
Metoda 1:

Pokazdé, kdyz generujeme novy Voronoiiv vrchol vy, pocitdme Hzijk,
H ijk @ H41jk pomoci vztahti (3), (4) nebo (5) (Ci alternativnich vztahd, ve
kterych dominantni roli indexu i pfevezme index j nebo k) a vysledky
uchovavame. Ty pak pouzijeme pro vypocet determinantu H(pi, pj, px, p1)
dosazenim do (2).

Soufadnice Voronoiova vrcholu vij jsou reprezentovany dvojici (6):

]_I;k _H;k
H," H,

Trojice (H;.k —H, ,Hlfk) je tedy trojice homogenich soufadnic vrcholu viy.

Mezivysledky Hzijk, H ik @ H41jk tedy miizeme opakovan¢ vyuzit pro vypocty
soufadnic Voronoiovych vrchola.

Determinant H(p;, pj, px, p;) dale upravme vztahem (7):
1
H(pHpj,pkﬂpl) = J;k(xl _xk)_‘]ij‘k(yl _J/k)+EJ;k((xl _xk)z +(, _yk)z)ﬂ

kde:
(vztah (8))
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(vztah (9))

J) =

ijk

X —Xx, ((xi—xk)2+(yi—yk)2)/2
X —x, ((xi—xk)z+(yj—yk)2)/2
(vztah (10))

Xp =X Vi =V

Xp =X V=V

Jo =

ijk

Tyto vztahy jsou zakladem ke druhé metod€ vypoctu H(p;, pj, px. p1)-

Metoda 2:
Pokazdé, kdyz generujeme novy Voronoiiv vrchol vy, poCitame Jzijk,
J3ijk a fijk pomoci vztaht (8), (9) nebo (10) a vysledky uchovavame. Ty pak
pouZzijeme pro vypocet determinantu H(pi, pj, px, p;) dosazenim do (7).
Soufadnice Voronoiova vrcholu vij jsou reprezentovany dvojici (11):

—Ltx, =4y, |
J, VIR

ik

Trojice (—J;.k e J;k) je tedy trojice homogenich soufadnic vrcholu vy
vzhledem k ptivodnim soufadnicim (xy, yy).

V druhé metod€ ma generator py specialni vyznam a nastava zde
nejednoznacnost pii vybéru py jako jednoho ze tfi moznych generatorti. Tu
odstranime timto pravidlem volby py: velikost thlu pii vrcholu py

v trojithelniku p; pj pi je nejblize /2, nebot’ |/, / 2‘ odpovida plose tohoto

trojuhelnika a tato plocha mize byt uréen nejpiesnéji pravé pomoci py.

PrirGstkovy typ algoritmu méni strukturu Voronoiova diagramu
lokaln€, coz znamena, ze hodnoty H(p;, pj, px, p;) jsou pocitany pro
Voronoiovy vrcholy lezici nejblize novému generatoru p,. To vSak znamena,
Ze tyto Ctyfi generatory pj, pj, px @ p; jsou navzajem svymi nejbliz§imi sousedy.
Proto je tato druha metoda zatizena mensim poctem numerickych chyb nez
metoda prvni, nebot’ vSechny vypocty jsou provadény uzitim piivodniho py
(origindlni py se dosadi do (11)).

Ob¢ metody jsou velmi podobné Gaussove eliminacni metod¢. Lisi se
od Gaussovy metody pouze v poslednim kroku, kdy ukladame parcialni
vysledky, abychom je mohli znovu pouzit v nasledujicim vypoctu. Obvykla
jednoducha verze Gaussovy eliminace potiebuje 13 ndsobenti, tfi déleni a 18
s¢itani. Naproti tomu prvni metoda potiebuje 15 nasobeni a 24 s¢itani a druha
metoda také 15 ndsobeni, ale jiz jen 14 s¢itani. Numerické chyby jsou obecné
vEtsi pii s¢itani, nez pii nasobeni a déleni. To znamend, Ze druhd metoda je
spolehlivéjsi nez prvni i nez obecna Gaussova metoda. Prvni metoda vyuziva
vice s¢itani nez jednoducha Gaussova, ale to je zplisobeno pouzitim vyrazu
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(a + b)(a — b) misto ptivodniho a* — b°. (Pouzijeme-li opét vyraz

a” — b, bude prvni metoda pouzivat stejny pocet s¢itani jako obecna Gaussova
eliminacni metoda.) Vyraz (a + b)(a — b) je vSak vyhodnocovan v§eobecné

s men3i numerickou chybou neZ vyraz a* — b%, proto predpokladame, Ze i
prvni metoda pracuje s mensi numerickou chybovosti nez klasicka Gaussova
metoda. Obecna Gaussova elimina¢ni metoda navic nedovoluje
nékolikandsobné vyuziti mezivysledkl vypoctu.

3.6.4Zavérem

Jak uz bylo feceno vyse, tyto dvé metody pfirtistkové konstrukce
Voronoiova diagramu kladou diraz na topologickou stabilitu struktury vice
nez na vysledky numerickych vypoctl. Pfitom primérna vypoctova slozitost
algoritmu se od ptivodniho klasického pritistkového algoritmu nemeéni
a zlstava linearni. Navic stuktura programu vyuzivajiciho tyto dvé nové
metody je jednodussi nez pii pouziti klasické techniky, nebot’ odpada nutnost
specialnich feSeni ptipadii degeneraci (pfipomeiime, ze v aritmetice
v ,.konecné* presnosti nemizeme rozhodnout, zda k degeneraci doslo ¢i
nikoli, tj. klasické algoritmy ptredpokladaji, ze degenerace neexistuji).

Navic, a to je vlastn€ 1 hlavni zdmér, autofi téchto metod (Kokichi
Sugihara a Masao Iri, ,,Topology-oriented incremental method for
constructing Voronoi diagrams robust against numerical errors®, Tokyo 1992)
uvadi, ze diky vylepSeni zptisobu numerickych vypocti je prvni metoda
schopna generovat , korektni* Voronoitv diagram pro 2 x 10° vrcholi (pro
3 x 10° chybuje) a druha metoda je Gsp&sna dokonce pro mnoziny s poétem
prvki kolem 1 000 000 a to v single-precision aritmetice.

3.7 Konstrukce Voronoiova a Delaunayova diagramu pomoci
topologicky orientovaného algoritmu rozdél-a-panuj

V této kapitole si ukdZzeme tpravu konvencéniho algoritmu pro
konstrukci Voronoiova diagramu zaloZenou na metodé rozdél-a-panuj na
algoritmus kladouci dlraz na topologickou stabilitu diagramu. Tj. stejné€ jako
topologicka otdzka a vysledky numerickych vypocti jsou uzity pouze
nejsou-li v rozporu s topologii. Tento algoritmus produkuje , korektni‘
diagram nezavisle na tom, jak moc malou piesnost v aritmetice pouzijeme.
Korektni zde znamend konvergujici k idedlnimu diagramu. Navic vypoctova
sloZzitost tohoto upraveného algoritmu je opét stejna jako slozitost originalniho
algoritmu rozd¢l-a-panu;.

Pro pteklenuti propasti mezi mezi teoreticky spravnymi algoritmy
a v praxi spravné fungujicimi programy zptisobenou numerickymi chybami se
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posledni dobou pouzivaji metody rozdelené podle zpiisobu piistupu k
problému do ¢tyt zdkladnich skupin:

I.  WuzZivajici toleranci:
Tolerance je malé, kladné a pevné dané Cislo, feknéme €. V ptipadé, Ze
dva geometrické elementy jsou od sebe vzdalené¢ méné nez g, fekneme,
ze se tyto prvky nachazeji na stejné pozici. Tato metoda je velmi Casto
pouzivana, prestoze miize generovat nesmyslné situace (napt. kdyz se tii
nebo vice elementd nachazi velmi blizko k sob¢).

Il.  Pristup pouzivajici vysoce presnou aritmetiku:
Pomoci velmi ptfesné aritmetiky (racionalni aritmetika) je opravdu
mozné piedejit topologickym odchylkdm zptisobenym numericymi
chybami ve vypoctu, avSak za cenu velmi naro¢nych vypocth (jak
Casové, tak 1 pamétove), coz tuto metodu vytlacuje z mnoZziny metod
prakticky pouZzitelnych.

II.  Pristup s vyuzitim analyzy chyb:
Vysledky vypocth jsou klasifikovany jako spolehlivé ¢i nespolehlivé
podle pfedem zjisténé chybovosti a vyuZity jsou algoritmem pouze ty
spolehlivé. Tato analyza je vSak velmi sloZzita a i samotny proces
urcovani chybového intervalu je velmi komplikovany, proto se ani tato
metoda v praxi pfili§ neprosazuje.

IV. Topologicky orientovany pristup:
Diiraz je kladen ptfedevsim na topologickou stabilitu a pouze v ptipade,
ze nehrozi naruSeni této stability je vyuzito vysledkli numerickych
vypoctl. Tento pfistup neni ndrocny na numerické vypocty. Mimoto
nevyzaduje naro¢nou chybovou analyzu a s ni spojené¢ slozité vétveni
procesu vypoctu. Topologicky orientovany ptistup se tedy zda byti
momentalné nejvhodnéjsim piistupem pro konstrukei algoritmu
odolného proti numerickym chybam.

Z minulé¢ kapitoly vime, Ze primérna vypoctova slozitost topologicky
orientovaného pfirtistkového algoritmu pro konstrukci Voronoiova diagramu
je O(N). Ta vak neni optimalni, nebot’ v nehor$im piipadé je slozitost O(N?).

Vypoctova slozitost algoritmu rozdél-a-panuj je (a je optimalni) je
O(N logN) (viz. kapitola ,,Konstrukce Voronoiova diagramu metodou
rozdél-a-panuj*). V piedchozich kapitoldch uvazujeme primérnou
vypoctovou slozitost tohoto algoritmu O(N logN). Avsak panové Katajainen a
Koppinen roku 1988 ve své praci ,,Constructing Delaunay triangulations by
merging buckets in quadtree order* (Fundamenta informaticae, vol. XI, 1988)
ukdzali, ze algoritmus rozdél-a-panuj mtize bézet v primérném case O(N),
ovsem za piedpokladu ¢tvrtinového déleni oblasti (konven¢ni metoda
rozdél-a-panuj déli rovinu rekursivné na dvé poloviny vertikalni ptimkou,
zatimco Katajainenova metoda piidava jesté horizontalni déleni v poloving, tj.
déléni na Ctvrtiny).
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Topologicky orientované aplikace zaloZené na algoritmu rozd¢l-a-panuj
nejsou jednoduché, nebot’, na rozdil od ptirtstkového algoritmu, strategie
rozdél-a-panuj je jiZ svoji podstatou paralelni a udrZeni topologické stability
v paralelnich procesech je pomérné novy a stale se vyvijejici problém. V této
kapitole budou uvedeny ,,topologické podminky*, kterymi miizeme udrzet
konzistenci dat generovanych a modifikovanych béhem zpracovani.

Nejdrtive si stru¢né ptipomenime oznaceni zavedend v predchazejicich
kapitolach. Tedy S je mnozina N bodi v rovingé. Tyto body p; (p; € S)
nazyvame generatory. Voronoillv diagram sestrojeny na mnozin¢ S
oznacujeme jako Vor(S). Ten se sklad4 z Voronoiovych hran, které spojuji
vzdy dva Voronoiovy vrcholy vi. Spojenim vSech dvojic generatort p; a p;
lezicich v sousednich Voronoiovych polygonech (ty sdileji prave jednu
Voronoiovu hranu, osu pulici tsecku pjp;) vznikne jiny planarni diagram,
dudlni k Voronoiovu diagramu, Delaunayova triangulace ¢i Delaunaytiv
diagram. Delaunaytiv diagram sestrojeny na mnoziné generatorti S, ozna¢me
jej jako Del(S), se sklada z Delaunayovych polygonti (trojuhelniki)

a Delaunayovych hran (Delaunayovymi vrcholy jsou generatory p;). Z duality
obou graft vyplyva, Ze kazdy Voronoiiv vrchol z Vor(S) je dudlni k prave
jednomu Delaunayovu polygonu z Del(S) a opacné. Transformace Del(S) na
Vor(S) a naopak Vor(S) na Del(S) je proveditelna v case O(N).

Predpokladejme opét, ze Zadné Ctyii body p;, pj, p« a p patfici mnoZiné
S neleZi na jedné kruznici (protidegeneracni predpoklad). Tim se vyhneme
komplikovanému a zdlouhavému feSeni pro rizné typy degeneraci.

3.7.1 Obvykly algoritmus rozdél-a-panuj pro konstrukei
Delaunayova diagramu

Mnozina S je, stejné jako v kapitole ,,Konstrukce Voronoiova diagramu
metodou rozd¢l-a-panuj“, rozdélena na dvé podmnoziny S; a S, tak, ze rozdil
jejich velikosti je nejvyse jedna a rozdéleni mize byt realizovano piimkou. Na
chvili pfedpokladejme, Ze body patfici mnoziné S; maji mensi x-ovou
soufadnici nez body mnoziny S,. Mnozin€ S; (resp. S>) pak budeme ftikat leva
(resp. pravad) mnozina generdtorii. Ob¢é mnoziny §; i S; jsou rekurzivné déleny
stejnym zpiisobem, dokud vysledna podmnozina vznikl4 délenim neni
dostate¢né mala (tj. priblizné tii az pét bodtt), aby mohla byt jednoduse
ztriangularizovéana. Vysledné triangulace mnozin S, a S, spojime a dostaneme
tak Delaunaytv diagram pro S; U S,.

Nyni si popiSeme zplsob spojovani triangulaci. Pfedpokladejme
existenci jiz sestrojenych triangulaci Del(S;) a Del(S,), viz. obrazek 1(a).
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P1 € Py
(b) (c)

Obr. 1: Spojeni pravé a levé triangulace:
(a) Konstrukce horni a dolni spole¢né tecny.
(b) Smazani nadbyte¢nych hran.

(c) Konstrukce nové Delaunayovy hrany

Na vSech tfech obréazcich jsou body mnoziny §; zndzornény plnymi krouzky,
zatimco body mnoziny S, prazdnymi krouzky. Nejdiive najdeme p; € §;

ap; € S takové, ze vSechny ostatni body z S jsou zdola ohraniceny pfimkou
p1p» a sestrojime hranu pp,. Rikame, Ze hrana pp, je doini spolecnou tecnou
hranou. Podobné najdeme p; € S| a py € S; takové, Ze vSechny ostatni body
z S lezi jsou shora ohranieny piimkou psp, a sestrojime hranu psp,. Rikame,
ze hrana pp, je horni spolecnou tecnou hranou. Tyto dvé nové hrany patii
mezi Delaunayovy hrany v Del(S; U S5).

Nyni odstartujeme od dolni spolecné te¢né hrany proces odstrafiovani
nadbytecnych hran z Del(S)) a Del(S,) a proces vkladani novych
Delaunayovych trojuhelniki do Del(S; U S,) jeden po druhém, dokud
nenarazime na horni spole¢nou te¢nou hranu. Novy Delaunaytv trojuhelnik je
sestrojen vlozenim hrany spojujici generator z mnoziny S; s generatorem
z mnoziny S,. Této hran€ budeme tikat traverzovad hrana.

Oznac¢me dolni spole¢nou tecnou hranu jako e. Konstrukce
Delaunayova trojahelnika piislusejiciho hrané e se provede nésledujicim
zptisobem. Necht’ p; je levy koncovy bod hrany e (viz. obrazek (a)). Necht’

jsou dale ey, e, ..., e hrany v Del(S;) vychézejici z vrcholu p; setfazené proti
sméru chodu hodinovych rucicek a g1, q», ..., gk jsou druhé koncové body
téchto hran. Proi=1, 2, ..., kK — 1 nyni testujeme, zda se uvnitt kruznice

prochazejici vrcholy py, ¢; a giy1 nachdzi né€jaky generator z mnoziny S,. Je-li
takovy generator nalezen, smazeme e; z triangulace Del(S)). (Z Del(S;) na
obréazku (a) budou smazany hrany e, a e,.) Stejnym zplisobem testujeme hrany
Del(S,) vychdzejici z vrcholu p; (sefazené po sméru chodu hodinovych
rucicek) a smazeme nevyhovujici (neuspokojujici kritérium prazdné kruznice)
hrany. Tak dostaneme vysledny diagram, viz. obrazek (b).

Nyni predpoklédejme, Ze hrana p,q je prvni hranou po hrané e (v potradi
proti sméru chodu hodinovych rucicek) vychézejici z vrcholu p; a podobné
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hrana p,r je prvni hranou po hrané e (v pofadi ve sméru chodu hodinovych
rucicek) vychazejici z vrcholu p,. Testujeme, jestli vrchol r lezi uvnitf
kruznice prochazejici body py, p, a g. V ptipad¢, ze tomu tak neni (tj. vrchol
q lezi uvniti kruznice prochazejici body py, p, a r), sestrojime traverzovou
hranu p,q (viz. obrazek 1(c)). V opaéném piipad¢ sestrojime traverzovou
hranu p;r.

Takto jsme tedy sestrojily novou traverzovou hranu. Tuto hranu
oznacime jako e a proces opakujeme, dokud pravé vytvoreny Delaunaytiv
trojuhelnik neobsahuje, jako jednu ze svych hran horni spolec¢nou te¢nou
hranu.

Tento algoritmus funguje, jsou-li numerické vypocty piesné. V praxi by
vsak tento algoritmus nasledkem nekonzistentnich situaci zptisobenych
numerickymi odchylkami chyboval. Piiklad takové situace je zndzornén na

nasledujicim obrazku 2.

P1 P2

Obr. 2: Nekonzistentni situace zpisobena numerickymi chybami

Na tomto obrazku se nachazime ve fazi, kdy byla nalezena dolni spolecna
te¢na hrana a jsou jiz zruSeny vSechny nadbyte¢né hrany z Del(S;) 1 Del(sS5).
Nyni v8ak nastava problém pfi generovani novych traverzovych hran. Bod ¢
totiz lezi uvnitt kruznice prochazejici body pp,r a soucasné bod r totiz lezi
uvniti kruznice prochdzejici body gpp; a proto ani jedna z hran pr a p,g
nepfichéazi v tivahu. V tuto chvili se konvenéni algoritmus rozdél-a-panuj
ukazuje jako nedostacujici (v aritmetice konecné presnosti).
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3.7.2 Algoritmus cestou kombinatorické geometrie

V této podkapitole se budeme zabyvat popisem patefe algoritmu za
pouziti pouze kombinatorickych termind. Z pohledu kombinatoriky je tedy
Delaunaytv diagram planarnim grafem G. Predpokladejme, ze pocet prvki
mnoziny S je N = 3. Graf G pak uspokojuje nésledujici podminky:

(C1) Graf G je jednoduchy (tj. neobsahuje rovnobézné hrany a Zadna hrana
nemuze zacinat i kon¢it v jednom vrcholu, tj. netvoii vlastni smycku).

(C2) Graf G je spojity.

(C3) V kazdém vrcholu grafu G se schazeji nejméné dvé hrany.

(C4) Kazda ohranicend oblast, kromé vnéjsi oblasti, je ohranicena prave
ttemi hranami.

(C5) Obalka vnéjsi oblasti tvoti jednoduchy cyklus (tj. budeme-li touto
obalkou prochézet hranou po hrané, ocitneme se v kazdé hrané pravé
jednou, dokud znovu nenarazime na prvni hranu pochodu).

Podminka (C4) plati, nebot’ je dana protidegenera¢nim predpokladem.
Podminka (C5) je také ziejma, nebot’ citovanou obalkou je vlastn¢ konvexni
obalka mnoziny generatorti (vrchollim tvoficim tuto obalku fikejme krajni
vrcholy triangulace). To znamena, ze naptiklad grafy na nasledujicim obrazku
3 jsou nepfipustné.

Obr. 3: Tyto dva grafy nemohou byt Delaunayovou triangulaci.

Pro N =3, 4, nebo 5 neni obtizné sestrojit graf G vyhovujici
podminkdm (C1) az (CS). Tento graf vSak nemusi odpovidat ,.korektnimu
Delaunayovu diagramemu, nebot’ numerické vypocty mohly byt zatizeny
chybami. Mzeme vsak zarucit ptinejmensim platnost podminek (C1) az (C5),
nebot’ vSechny tuto podminky jsou jiz svoji podstatou testovatelné bez pouziti
numerickych vypocta.

Nyni piedpokladdejme, Ze planarni grafy G| a G, vyhovujici narokiim
(C1) az (C5) odpovidaji diagramtim Del(S;) a Del(S;). Nasim cilem je
spojenim G, a G, ziskat novy graf G odpovidajici triangulaci Del(S; U S).
Tento ukol se pokusime vyfesit vyuzitim geometrické kombinatoriky
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nasledujicim algoritmem. Algoritmus se bude opirat o obrazek ,,Spojeni pravé
a levé triangulace®.

Algoritmus 1 (kombinatoricky zamétend kostra procesu spojovani)

Vstup:
Leva a prava mnozina generatort (S; a $>) a dva planarni grafy G, a G,
sestrojené na mnozinach vrcholil S a S, vyhovujici podminkdm (C1) az
(C5).

Vystup:
Graf G sestrojeny na mnozing vrcholi S, U S, a vyhovujici podminkam
(C1) az (C5).

T¢lo:

1. Sestroj dve hrany pp, a p3p4, kde p1, p; € Gy a p,, ps € G, takové, ze
hrana pp, tvoii dolni spolecnou te¢nou hranu a p3p, tvofi horni spolecnou
te¢nou hranu.

2. Proved’ pfifazeni e <— pip.

3. Necht p, je levy koncovy bod hrany e. Necht jsou dale e, e, ..., e, hrany v
Del(S,) vychézejici z vrcholu p; sefazené proti sméru chodu hodinovych
rucicek a q1, g, ..., gx jsou druhé koncové body téchto hran. Proi =1,

2, ..., k— 1 nyni testuj, zda se uvniti kruznice prochazejici vrcholy py, ¢; a
¢i+1 nachazi néjaky generator z mnoziny S,. Je-1i takovy generator nalezen,
smaz e; z triangulace Del(S) (nemusi byt smazana zadné hrana).

4. Necht p, je pravy koncovy bod hrany e. Necht jsou déle ey, e, ..., e hrany
v Del(S,) vychazejici z vrcholu p, sefazené po sméru chodu hodinovych
rucicek a qy, qa, ..., gx jsou druhé koncové body téchto hran. Proi =1,

2, ..., k— 1 nyni testuj, zda se uvniti kruznice prochdzejici vrcholy p,, ¢;
a ¢i;1 nachazi néjaky generator z mnoziny S,. Je-li takovy generator
nalezen, smaz ¢; z triangulace Del(S;) (nemusi byt smazana zadna hrana).

5. Tvofi-li oblast shora sousedici s hranou e trojihelnik a obsahuje-li tento
trojihelnik soucasné hranu e i hranu psp,, ukon¢i proceduru, nebot’
konstrukce grafu G je dokoncena.

6. Sestroj traverzovou hranu e’ sousedici s hranou e tak, ze hrany €', e a jesté
né&jaké dalsi tvoii novy trojuhelnik doléhajici na hranu e.

7. Proved’ pfifazeni e <— e’ a vrat’ se na krok 3.

Na prvni pohled se zda, Ze tento algoritmus je Cisté zaleZitosti
geometrické kombinatoriky a Ze se tedy nemusime obdvat numerickych chyb.
Kroky 1, 3, 4 a 6 jsou vSak v této otazce nejednoznacné, nebot’ obsahuji dvé
nebo 1 vice moznosti dal$iho postupu, mezi nimiz se rozhodujeme s vyuzitim
vysledkli numerickych vypocti. A pravé numerické chyby vzniklé béhem
téchto vypocti mizou zpusobit generovani nekonzistentnich situaci. Abychom



Chyba! Neznamy argument 65
prepinace.

se témto situacim vyhnuli, zavedeme tzv. fopologické podminky. Tyto
podminky jsou popsany v terminech kombinatoriky a mohou zarucit, ze
algoritmus 1 probéhne aniZ by generoval nekonzistentni situace, a ze vysledny
graf G vyhovuje podminkdm (C1) az (C5).

Nyni si jeSté€ mirné rozSifime nas terminologicky slovnicek. Hrana e,
které je pfi inicializaci ptifazena dolni spolecna te¢na hrana pp,, a pozdéji (v
kroku 7) nova traverzova hrana, se nazyva zdkladni hrana. Dale
ptedpokladejme, ze se nachazime na konci ¢tvrtého kroku. Hrana tstici do
levého (resp. pravého) koncového bodu zékladni hrany a je dalsi v potadi proti
sméru chodu hodinovych rucicek (resp. po sméru chodu hodinovych rucicek)
po zékladni hran€, se nazyva levd sousedni hrana (resp. prava sousedni
hrana) zékladni hrany.

Prvni uvedend podminka se bude tykat prvniho kroku algoritmu 1.

Podminka I
Pro vrcholy vybrané v kroku 1 musi platit, Ze bud’ p; # p; nebo p; # ps.

K jednomu z ptipadda, tj. bud’ p, = p; nebo p, = p4, dojit mize (viz. nasledujici
obrazek 4), nikoli v§ak k obéma najednou, nebot’ S; a S, maji nejméné tii

vrcholy a ty nejsou degenerované.
P3

Obr. 4: Horni a dolni spoleéné te€né hrany sdileji vrchol p, resp. pa.

Zda se, ze Podminka 1 je jedind moZna podminka pouzitelnd v prvnim
kroku. Pfedpokladejme, Ze jsme vybraly libovolné vrcholy py, ps, p3 a py za
predpokladu, ze Podminka 1 neni poruSena. Pak se mtize stat, Ze pozicné
Spatné ur¢ime hrany pp, a p3p4 jako dolni a horni spole¢né te¢né hrany pro
nové (Spatné) pozice bodl v S a S,. Takovy zmatek na vstupu miize mit stejné
dasledky jako numerické chyby pfi spravné urcenych vrcholech py, p,, p; a pa.
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Proto by bylo velmi obtizné nahradit Podminku 1 tvrdsi podminkou. Totéz
plati i pro nasledujici Podminky, ktré postupné uvedeme.

V krocich tfi a Etyfi chceme z grafti Gy a G, vyjmout hrany, které
nepatii do Del(S; U S,) (hrany, které v Del(S; U S,) nevyhovuji kritériu
prazdné Delaunayovy kruzZnice). Za timto ti¢elem zavedeme nasledujici
podminku.

Podminka 2:
Hrana nesmi byt v krocich 3 nebo 4 smazéna, jestlize by tim byla
zpiisobena nespojitost grafu.

Kdyby se graf stal nespojitym, nemohli bychom jej jiz algoritmem 1 doplnit
do op¢ét spojitého. Vysledny graf by potom nemohl byt Delaunayovym
diagramem. Vysvétleme si tuto podminku na obrazku ,,Spojeni pravé a levé
triangulace* - ¢ast (c¢). Sestrojili jsme tedy traverzové hrany pip; a poq

a nachazime se v kroku 4, pti¢emz zakladni hranou je hrana p,g. Podminka 2
pak tika, Ze hrana p,r (viz. obr.) nesmi byt zruSena.

Podminka 3:
Hrana nesmi byt v krocich 3 nebo 4 smazana, jestlize obéma svymi
vrcholy sousedi s traverzovymi hranami.

Ptedpokladejme, Ze hrany ey, e, a e; jsou traverzovymi hranami sestrojenymi
algoritmem 1 (viz. nasledujici obrazek 5) a zdkladni hranou je nyni hrana e;.

P3

P1 €1

Obr. 5: K Podmince 3: Hrana sq nesmi byt zruSena.

(Ctenat miize poznamenat, Ze tato ilustrace mé daleko ke korektni spojovaci
proceduie Delaunayova diagramu. Pfipomeiime vS$ak, ze predpokladdme
algoritmus pracujici v nepfesné aritmetice a tak nasi pozornost soustiedime na
samotnou strukturu grafu, pfi€emz pozice bodl v této ilustraci miize byt
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neptesna.) Podminka 3 tedy tika, ze hrana gs by neméla byt smazana, nebot’
jeji smazani by nevedlo ke korektnimu Delaunayovu diagramu.

Podminka 4
Hrana psp, sestrojena v kroku 1 nesmi byt v kroku 3 nebo 4 smazéna.

Tato podminka je nezbytné nutnd, nebot’ jak dolni spole¢na te¢na hrana tak
1 horni spolec¢né te¢na hrana psp, jsou hranami patiici do Del(S; U S,). Dale se
budeme vénovat kroku 6, ktery potfebuje dvé podminky.

Podminka 5:
Krok 6 nesmi generovat paralelni hrany.

Podivejme se na nésledujici obrazek 6.

P3 P4

P4

Obr. 6: K Podmince 5: Hrana sp, nemUze byt generovana.

Nachéazime se v kroku 6 a zdkladni hranou e je hrana gp,. Pti generovani
nasledujici traverzové hrany se nabizeji dv€ moznosti, hrany p,s a gr. Hrana
P2s ovSsem nepfipadd v ivahu, nebot’ jejim zvolenim by doslo k degradaci sité,
nebot’ vrcholy p; a s by byly spojeny dvémi paralelnimi hranami, coz neni
mozné. Proto jedinou moznou volbou je traverzalni hrana gr, coz zaruci
Podminka 5.

Podminka 6:
Algoritmus v kroku 6 nesmi generovat hranu, mé¢la-li by tato hrana

porusit planaritu grafu.

Podminka 6 je ¢astecné vysvétlena nasledujicim obrazkem 7.
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Obr. 7: K Podmince 6: Hrana gr by porusila planaritu grafu.

Predpokladejme, Ze jsou sestrojeny traverzalni hrany ey, e, e a e4, a my se
nachazime v kroku 6, pti¢emz zakladni hranou je hrana e4. Pravéa sousedni
hrana je horni spole¢na te¢na hrana p;p,4 a proto jako novou traverzovou hranu
nemiizeme sestrojit hranu gr, nebot’ kiizenim této hrany s ps;p, by byla
poruSena planarita grafu. Jedinym moznym feSenim je tedy konstrukce
traverzové hrany pys.

Podminky 5 a 6 se vS§ak mohou dostat do rozporu. Ptiklad takové
situace je ukazan na dalSim obrazku 8.

Obr. 8: Konflikt mezi podminkami 5 a 6.

Ptedpokladejme opét, Ze jsou sestrojeny traverzalni hrany ey, e, e; a e4, a my
se nachazime v kroku 6, pficemz zdkladni hranou je hrana e,. Jelikoz
nemuzeme generovat paralelni hrany (Podminka 5), nemtizeme sestrojit
traverzovou hranu sp,4. Prava sousedni hrana je horni spole¢na tecné hrana
P3P+ a proto jako novou traverzovou hranu nemutizeme sestrojit ani hranu gr
(Podminka 6).

Takové konflikty jsou jsou navozeny situacemi, kdy jsou numerické
vypocty nespolehlivé. Zptisob, jak tyto konflikty vytesit je takovy, Ze zvlast
ztriangularizujeme zbyvajici oblast a ukon¢ime spojovaci proceduru. Tuto
specialni proceduru nazvéme napft. proti-konfliktni triangularizace.
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Poznamenejme snad jesté, Ze Zadna proti-konfliktni triangularizace nenaruSuje
podminky (C1) az (C5).

& Tvrzeni 1: Pfedpokladejme, Zze Algoritmus 1 probé&hl takovym zpiisobem,
ze podminky 1, 2, ..., 6 nebyly naruSeny a Ze proti-konfliktni triangularizace
byla nasazena v ptipadech, kdy se dostali do konfliktu podminky 5 a 6.
Algoritmus 1 je pak proveden aZ do konce a graf G na vystupu uspokojuje
podminky (C1) az (C5).

Duikaz: Krok 1 mize byt proveden bez naruseni podminky 1, nebot’ jak G, tak
1 G, obsahuji tfi nebo vice vrcholl. Kroky 3 a 4 mohou byt provedeny bez
naruSeni podmink 2 a 3, nebot’ jednou z moznych akei provedenou témito
kroky je i,,prazdné akce* (nic se nesmaze). Krok 6 mize byt proveden, nebot’
1 kdyz dojde ke kolizi, mizeme problém dotesit pomoci zadna proti-konfliktni
triangularizace. Kroky 2, 5 a 7 jsou ziejmé a nepotiebuji komentat. Tak tedy,
vSechny kroky algoritmu mohou byt provedeny aniz by byly generovany
nekonzistentni situace.

Vysledny graf G uspokojuje podminku (C1), nebot’ G; a G, jsou
jednoduché a nikdy negenerujeme paralelni hrany €1 vlastni smycky
(Podminka 5). Graf G uspokojuje také podminku (C2), nebot’ G, a G, jsou
spojité, v kroku 1 jsou transformovany do jednoho spojitého grafu a vysledny
1 graf na vystupu ziistdva spojity (Podminka 2). Graf G uspokojuje i podminky
(C3) a (C4), nebot’ Algoritmus 1 je ukoncen az ve chvili, kdy se vSechy jeho
oblasti (vyjma vnéjsi oblasti vzhledem ke konvexni obdlce) stanou
trojuhelniky. A konecné jesté posledni dikaz, Ze graf G uspokojuje
1 podminku (C5). Necht' {ps, q1, ¢2, ---., g, p1} j€ proti smeru chodu
hodinovych rucic¢ek sefazena posloupnost krajnich vrcholt od p; do p, grafu
Gy anecht’ {py, 1y, 1y, ..., 1}, p4} je proti smeéru chodu hodinovych rucicek
sefazend posloupnost krajnich vrcholi od p, do p4 grafu G,. Pak posloupnost
{P3> G915 925 -5 Qx> P1> P2 V15 T25 -+, I}, P4y P3} tvoii, béhem celého algoritmu,
obalku vnégjsi (jediné neuzaviené) oblasti, a to diky podminkdm 1 az 6. Proto
vysledny graf G uspokojuje i podminku (C5).

3.7.3 Pouziti numerickych vypocti

Tvrzeni 1 zarucuje, Ze Algoritmus 1 vzdy probéhne bez toho, aby
vznikaly nekonzistentni situace, a graf na vystupu je topologicky konzistentni
v tom vyznamu, ze uspokojuje podminky (C1) az (C5). Zatim vSak nejsou
vyfeSeny nejasnosti kolem vybéru zpiisobli zpracovani. Nasim primarnim
cilem je konstrukce Delaunayovy triangulace a k nalezeni nejslibnéjsiho
zptisobu zpracovani, ktery povede k Delaunayovu diagramu, pouZzijeme
numerickych vypocti.
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je test prazdnosti Delaunayovy kruznice. (Takovy test je uveden jiz v kapitole
,,Prirtstkova kostrukce Voronoiova diagramu s dlirazem na topologickou
stabilitu®. V této kapitole si jej kratce pfipomeneme a ukdzeme jeho
implementaci v Algoritmu 1.)

Piedpokladejme tedy, ze soufadnice vrcholu p; jsou (x;, y;). Pak:

Lox, oy ox+y)

1

1 x, vy, x? +y2.
H(pi>p_j>pk D) = ’ ! ; ;
L x, yp x;+y;
1 x, xlz +J’12

Dale ptedpokladejme, ze pouzivame pravotocivy soufadnicovy systém, a ze p;,
Dij» Pk je proti sméru chodu hodinovych rucicek sefazend posloupnost vrchold
trojihelnika. Pak plati, Ze bod p, leZi uvnitf kruznice opsané trojuhelniku pippy
jen a pouze v piipad€, Ze H(p;, pj, px, p1) < 0 (pfipomefime, Ze rovnice
H(i, pj, px, p) = 0 s promé&nnou p reprezentuje kruznici prochazejici trojici
bodu p;, pj a py).

Pfedpokladejme, Ze hrana pip; je zakladni hranou (p; € S ap; € S,)
a jeji levy soused je hrana p;py. Pak je v kroku 3 hrana p;py zrusena jen a pouze
v ptipadg¢, Ze:
(1) zruSeni této hrany nenarusi podminku 2, 3 nebo 4,
(i1) H(pi, pj, p> p1) < 0 pro alespon jeden vrchol z grafu G,.

Eliminovani hran v kroku 4 je provedeno podobnym zptisobem.

Dale piedpokladejme, ze hrana pjp; je zakladni hranou (p; € S
apj € $), jeji levym sousedem je hrana pipy a jeji pravym sousedem je hrana
pip. Prekazi-li ve zvoleni jedné z hran pip; a pjpy kandidujicich na novou
traverzovou hranu Podminka 5 nebo 6, zvolime tu druhou. Jsou-li vyhovujici
obé tyto hrany, vybereme hranu pip,, plati-li, ze H(p;, pj, px, p;) <0, v opacném
ptipadé jako novou traverzovou hranu ur¢ime pjpy.

3.7.4 Zavérem

V této kapitole byl prezentovan numericky odolny algoritmus pro
konstrukci Voronoiova diagramu topologicky orientovanou metodou
rozdél-a-panuj, jehoZ vypoctova slozitost je O(N logN) a je optimalni. Diky
topologickym podminkam uvedenym v této kapitole mize algoritmus
predchézet nekonzistentnim situacim zpisobenym numerickymi chybami.
Nyni si shrneme vlastnosti Algoritmu:

(1) Algoritmus vZdy na vystupu generuje topologicky konzistentni graf.
(i1) Algoritmus je korektni v tom smyslu, Ze na vystupu generovany graf
konverguje k idealnimu diagramu sestrojenému v presné aritmetice.
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(1i1) Algoritmus je jednoduchy v tom smyslu, Ze nevyzaduje vétvené
zpracovani pro rizné degenerace.

(1iv) Algoritmus je optimalni v tom smyslu, Ze jeho primérna i nejhorsi
vypoctova slozitost je O(N logN ). (Priimérné vypoctova slozitost
Katajainenovy metody je dokonce O(N).)

3.8 Delaunayova prirustkova triangularizace

Jak uz bylo feceno v predeslych kapitolach, triangulace je nazvana
Delaunayova, splituje-li podminku tzv. prazdnych opsanych kruznic: to
znamena, ze uvnitt kazdé kruznice opsané libovolnému trojuhelniku
triangulace nelezi Zadny jiny bod vstupni mnoziny. Delaunayova triangulace
je optimalni z n€kolika hledisek. Maximalizuje, napiiklad, nejmensi tthly
trojuhelnikl a minimalizuje nejvétsi kruznice opsané trojuhelnikim vsech
moznych triangulaci na vstupni mnozin€ bodi. Proto je Delaunayova
triangularizace dilezitym nastrojem pro kvalitni generovani siti na kone¢nych
mnozinach vstupnich prvki. Poznamenejme vSak, Ze tato metoda neumoZiuje
pii konstrukei trojuhelnikové sité respektovat a udrzovat mnozinu ,,pevnych*
hran zadanych spolu se vstupni mnozinou bodi (viz. kapitola ,,Vazana
triangularizace).

Delaunayova ptirastkova triangularizace je zalozena na ptidavani bodu
po bodu do triangulace a lokalni optimalizace trojuhelnikové sité v jeho okoli.
V inicializacni ¢asti algoritmu se v roviné umisti tfi pomocné body tvofici
vrcholy pomocného trojihelnika 7, obklopujiciho celou vstupni mnoZinu
(ozna¢me ji opét znamym S), tj. Zadny bod z S nelezi vn€ T, viz obrazek 1.

P1 pom

P3pom P2pom

Obr. 1: Sestrojeni pomocného trojuhelnika.
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Tento trojuhelnik vloZime do triangulace. Od této chvile pfiddvame po jednom
bodu z mnoziny S a tento bod (ozna¢me jej p) vzdy padne do nekterého
trojuhelnika (ozna¢me jej 7) triangulace (viz. obr. 2(a)).

Ay,

Obr. 2(a): Bod p vzdy padne do nékterého trojuhelnika triangulace.

Vrcholy trojuhelnika 7 ozna¢me vy, v, a v3. Pak hrany pv;, pv,a pv; budou jisté
patfit triangulaci (viz. obr. 2(b)).

ik

Obr. 2(b): Hrany pv4, pvoa pvs jisté patfi triangulaci.

Nyni musime rozhodnou, zda hrany v,v,, v,v3 a v3v; ziistanou v triangulaci ¢i
nikoli. Toto rozhodnuti bude zavislé na hlavnim kritériu Delaunayovy
triangulace, tj. kruznice opsané trjouhelnikiim pv,v,, pv,v; a pv3v; nesmi
obsahovat jiny bod mnoziny S (jiz pfidany do triangulace). UkaZe-li se tedy
jedna z té€chto tif hran nevyhovujici, musime provést v jejim okoli
retriangularizaci spliujici kritéria lokalniho optima. Na obrazku 2(c) je test
v potadku a hrana v,v; je ponechéana v triangulaci, zatimco obrazek 2(d)
ukazuje pozitivni vysledek testu (kruznice obsahuje jiny vrchol) hrany vsv,.
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Obr. 2: (c) Negativni vysledek testu hrany v,vs, (d) Pozitivni vysledek testu hrany
V3Vi.

Musime tedy provést retriangularizaci oblasti, jejichz jedna z hran je tvoiena
vrcholy lezicimi na a uvnitf testované kruznice. Jako nové vyhovujici hrany
se nabizeji hrany @ a b na obrazku 2(e), a hrana c po testu v,v,, na obrazku

2(1).

(e) (f)

Obr. 2: (e) Pozitivni test v4v,, (f) Nové hrany a, b a c.

Ptidanim hran a, b a ¢ je dokoncen proces vloZeni vrcholu p na obr. 2(g),
a cyklus pokracuje vkladanim dalSich bodli mnoziny S az do jejich vycCerpani.
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Obr. 2(g): Po ukonc&eni procesu vkladani bodu p.

Algotitmus tedy sestava z n€kolika zakladnich krok:

procedure Incremental Delaunay
I.  Inicializace: Generuj pomocny trojuhelnik 7)., obsahujici v§echny body
mnoziny S, a vloz ho do triangulace.
II.  Hlavni cyklus:
Vyber z S bod p a lokalizuj v triangulaci trojuhelnik 7, tvotfeny
vrcholy vy, v, a v3, ve kterém p lezi.
Ptidej do triangulace hrany pv,, pv,a pv;.
Testuj hrany viv,, v,v3 a v31y, tj. testuj, zda kruznice opsané
trojahelniktim pvv,, pv,v3 a pvsvy neobsahuji jiny vrchol triangulace.
V ptipad€ pozitivniho vysledku testu (kruznice obsahuje jiny vrchol)
proved’ retriangularizaci oblasti slozené z trojuhelniki, jejichz jedna
z hran je tvotena vrcholy leZicimi na a uvnitf testované kruznice.
III.  Zru$ v triangulaci pomocny trojuhelnik 7}, a hrany spojené s jeho
vrcholy.

Uspé$nost a vypodetni sloZitost algoritmu zavisi také na volbé datové
struktury. Jednou z moznych datovych struktur se vtomto ptipadé jevi
,,0kridlené hrany*.

3.8.1 Datova struktura ,,okridlené hrany*

Polozka této datové struktury [SKA92] obsahuje informaci nejen
0 jedné hrang, ale 1 o navazujicich hranach, ¢i o plochach, kter¢ tato hrana
odd¢luje. Je mozné uchovat i informaci o orientaci hran, ¢i ploch.

V nasSem piipadé je situace zjednoduSena tim, Ze reprezentovanymi
plochami jsou trojuhelniky. Datova struktura se tedy bude opirat o tfi
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seznamy: vrcholil (v;), hran (e;) a trojuhelniki (7). V dal$im popisu budeme
vychézet z obrazku 3.

Obr. 3: Reprezentace ,okfidlenymi hranami®

Seznam vrcholii bude obsahovat vSech N vrcholil v; triangulace a jejich
soufadnice.

Seznam hran bude obsahovat pro kazdou hranu e, orientovanou ve sméru v;v;,,
dva odkazy do seznamu vrcholi na samé koncové body, dva odkazy do
seznamu trojuhelnikd na ,levy* trojuhelnik 7; a ,,pravy* trojuhelnik 75

a konecn¢ Ctyfi odkazy do seznamu hran na pfedchazejici hranu prvni po
sméru chodu hodinovych rucicek e;;, predchazejici hranu prvni proti sméru
chodu hodinovych rucicek e,, ndsledujici hranu prvni proti sméru chodu
hodinovych rucicek e,; a nasledujici hranu prvni po sméru chodu hodinovych
rucicek €.

Seznam trojuhelnikii bude pro kazdy trojuhelnik triangulace obsahovat tii
odkazy do seznamu hran na hrany tvofici jeho stény.

Hrana e Hrana
My Mg . .
"e1| "€ . .
"ep| "€y . .

A-l-1 AT2 . . |
[ Seznam trojL]heInikﬂ]

> Seznam hran <«
. Seznam vrcholl <«

Obr. 4: Polozka reprezentujici hranu a jeji ukazatelé do seznam.
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Na zakladé znalosti pouzité datové struktury se nyni miizeme vénovat
problému lokalizace trojuhelniku 7, do kterého padl vkladany bod p, tj. krok
(2)(1) algoritmu, nebot’ prave na volbé pouzité struktury je zavisla vypoctova
slozitost tohoto kroku a ta se bude velkou mérou podilet i na celkové
vypoctoveé sloZitosti algoritmu. Jednou z pouzitelnych metod pojmenujeme
jako metodu ,,cesty po kridlech.

Vyberme tedy z mnoZziny S bod p a jednu z hran (libovolnou)
triangulace ozna¢me e (startovni hrana). Pro popis cyklu samotné cesty
nacrtnéme jednoduchy algoritmus.

procedure cesta

krok (1) Inicializace: Za aktualni hranu dosad’ e,. Po¢ateCni orientaci urci
napf. ze seznamu hran ve sméru vy v;.

krok (2) Uréi polorovinu danou piimkou v,v, (leva ¢i prava vzhledem
k orientaci hrany), ve které 1zi bod p.

krok (3) Za aktualni hranu dosad’ vzhledem k orientaci hranu nasledujici ve
sméru poloroviny, v niz lezi bod p. Opakuj od kroku (2), dokud
nenarazis na jiZ jednou proslou hranu.

krok (4) Vrat nalezeny trojuhelnik (posledni tfi hrany v cesté jsou jeho
stranami).

Obr. 5: ,Cesta po kfidlech* ze startovni hrany es aZ k trojuhelniku T. Pofadi hran
v cesté je oznacCeno Cisly 0 az 6. Hrana 4 je jedina hrana, ktera se v cesté opakuje.

Vypoctova slozitost lokalizace je O(N). Tu je moZno snizit az na

Vv

¢1 jiné techniky (problém lokalizace bodu v PSLG je feSitelny napt. metodou
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horizontalnich pasi, fetézcovou metodou, viz. kapitola ,,Retézcova metoda
lokalizace bodu v PSLG*, metodou zjemiiovani triangulace, viz. kapitola
,,Lokalizace bodu metodou zjeminovani triangulace®, a jinymi). Celkova
vypodtova slozitost naseho algoritmu je tedy fadu O(N?). Nicméné, v praxi je
slozitost lokalizace pteci jen nizs§i nez O(N). Toho muze byt dosazeno tim, ze
startovni hranu eg neur¢ime jako pevnou, ¢i ji jinak nevolime zcela ndhodné,
ale ur¢ime ji na konci kazdého vyhledavaciho cyklu jako v potadi posledni
hranu cesty po kiidlech (coz je samo o sob¢ i velmi jednoduchy zptsob).

V ptipadé¢, ze jsou vkladané body mnoziny S setfidény (napf. jsou do souboru
ukladany s rostouci soufdnici apod.), tj. momentalné vkladany bod p lezi
velmi blizko bodu vlozenému do triangulace v minulém cyklu, pocet operaci
nutnych pro lokalizaci bodu p klesa az na O(N ). Dalim zmin&nihodnym
faktem je, ze pocCet vrcholll v triangulaci se po jednom zvySuje ze Ctyf az do
N + 3 (tfi vrcholy pomocného trojuhelnika) a N je vlastné pocet vrcholi jiz
patficich triangulaci a nikoli poc¢et prvkli mnoziny S.

PouZitelnou datovou strukturou je také DCEL (viz. kapitola DCEL),
kterd potiebuje o dva ukazatele na polozku méné, za predpokladu pouziti
komplikovangj$iho algoritmu lokalizace tojihelnika 7" (viz. pocedura
VRCHOLY()) v kapitole DCEL).
snizeni vypoctové slozitosti lokaliza¢niho algoritmu, je metoda zjemnovani
triangulace, kterou si nyni popiSeme.

3.8.2 Lokalizace bodu metodou zjemnovani triangulace

Nejdrtive si popiSeme tuto metodu obecné (Kirkpatrick, 1983)
[PREPS85] a pak si fekneme, jak tuto metodu aplikovat na nas problém, coz
bude ostatné ziejmé.

Predpokladejme, ze PSLG o N vrcholech je triangulaci. Tato
triangulace, jak uz jsme si fekli vyse, ma nejvyse 3N — 6 hran. OpiSme tuto
triangulaci pomocnym trojuhelnikem tak, Ze cely dany PSLG lezi uvnitt
tohoto trojihelnika (viz. obrazek 6), jehoz smysl bude brzy ztejmy.
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Triangulace

(a) (b)

Obr. 6: (a) Dana triangulace obsahuje nevySe 3N — 6 hran.
(b) Dana triangulace opsana pomocnym trojuhelnikem obsahuje pravé 3N — 6 hran.

Doplnénim dané triangulace o tento trojihelnik a o hrany spojujici vrcholy
pomocného trojihelnika s vrcholy konvexni obalky dané triangulace vznikne
nova trojihelnikova sit” obsahujici pravé 3N — 6 hran.

Je dana triangulace G o N vrcholech. Pak a je posloupnost triangulaci
S1, 8, ..., Shny, kde Sy = G a S dostaneme z Si_; nasledovné:

krok (i) Vyjmi z triangulace mnozinu vrcholtl, a s nimi spjatych hran,
takovych, ze zddné dva nejsou sousedni a zddny netvoii vrchol
konvexni obalky triangulace. (Zptisobem vybéru se budeme zabyvat
pozdéji.)

krok (ii) Proved’ retriangularizaci polygonti vzniklych vyjmutim vrchold
a jejich hran.

Posledni triangulace Sy tedy neobsahuje Zadny vnitini vrchol, tj. sklada se
pouze z jednoho trojuhelnika.

Poznamenejme, Ze jelikoz v kroku (i) vyjimame pouze interni vrcholy,
vSechny triangulace v posloupnosti maji totoZznou konvexni obalku.
Trojuhelnik patiici stavajici triangulaci S; ozname R;, tj. Rj € S;, je-li R,
sestrojen krokem (ii) béhem konstrukce S;.

Nyni vytvoime vyhledavaci strom 7, jehoz uzly budou reprezentovat
jednotlivé trojuhelniky triangulaci. Uzel trojihelnika Ry bude béhem
konstrukce S; z Si_; spojen s uzlem trojuhelnika R; v pfipad¢, Ze:

1. R; je krokem (1) eliminovén z Sj_;;
2. Ry je sestrojen v S; krokem (ii);
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3. RjﬁRk#—‘O.

Ziejmé, trojuhelniky triangulace jako jedini S; nemaji Zadné syny (jsou listy
stromu 7). Nasledujicimi obrazky ilustrujme proces eliminace vrchold a
konstrukce stromu 7.

Obr. 8: Odpovidajici vyhledavaci strom T.

Nyni je zfejmé, jak bude probihat lokalizace bodu. Nejdiive
lokalizujeme tazany bod v triangulaci Sy(). Pak prochédzime stromem 7, dokud
nenarazime na triangulaci Sj, tj. na jeden z listl stromu. Konstrukce cesty se
provede takto: dosdhneme-li n¢jaky uzel stromu (bod p lezi v trojuhelniku
s timto uzlem spjatym), provedeme test jeho nasledovniki na p. Jelikoz praveé
jeden z téchto nasledovniki v S; obsahuje bod p, je jednoznacné urcen dalsi
krok cesty timto smérem. Vlastn€ zde dochazi k lokalizaci p v jednom
z trojuhelnika triangulace, ktery je v dal§im kroku rozdélen na mensi
trojuhelniky, z ¢ehoz vychéazi nazev samotné metody zjemiiovani triangulace.

Ptesnéji, oznacme vSechny nasledniky uzlu v stromu 7 jako NEXT(v)
a trojuhelnik odpovidajici uzlu v jako TRIANGLE(v). Lokaliza¢ni algoritmus
pak bude vypadat takto:

procedure Lokalizace bodu
begin
if (p ¢ TRIANGLE (kofen)) then
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print "p lezi vné& ohranicené oblasti”
else begin
V = koten;
while (NEXT(V) # NILL) do
for kazdy U € NEXT(v) do
ifT (p € TRIANGLE (u)) then v = u;
print v;
end
end.

Podstatny vliv na vykonnost metody mé zpusob vybéru mnoziny
vrcholi, které budou vyjmuty z triangulace pii konstrukei S; z S;_;.
Piedpokladejme, Ze jsme schopni tuto mnozinu vybrat tak, ze oznac¢ime-li
pocet vrcholu triangulace S; jako N, plati:

. Nj=a;Ni_, kde o, <a<1,pro;=2, ..., iN).
2. Kazdy tojihelnik R; € S; protina nejvyse H trojihelniktl v Si_; a naopak.

Z prvniho bodu vyplyva, Ze A(N) <[ log;,, N 1= O(logN). Z obou bodii
dohromady plyne pamét'ova naro¢nost stromu 7 o velikosti O(N). Tento
prostor je pouzit pro uloZeni uzli stromu a ukazatell na jejich nasledniky.
Jako dusledek Eulerova teorému

plati, Zze S; obsahuje F; < 2N, trojihelnikt. Pocet uzli stromu 7,
reprezentujicich trojuhelniky v S;, je nejvyse F; (v odpovidajici vrstve se
objevi pouze trojuhelniky patfici momentalné do S;), odkud pocet uzli, které
se objevi ve stromu 7, je

QNI+ Ny + oo+ Nyw) 2N (1 + o+ o + ..+ "™ <2N /(1 - o),

pfi¢emz poznamenejme, ze N, = N. Z hlediska pamét'ového prostoru
potfebného pro ulozeni ukazateld: z druhého bodu vyplyva, Ze kazdy uzel
obsahuje nejvyse H ukazatell, odkud dostdvame, ze strom 7" obsahuje méné
nez 2H N/ (1 — o) ukazateld.

Nyni se budeme zabyvat samotnym kritériem pro vybér mnoZiny
vyjimanych vrcholt. Toto kritérium zni: ,,Vyjmi z triangulace mnozinu
vrcholt takovych, Ze zadné dva nejsou sousedni a zadny netvoti vrchol
konvexni obalky triangulace a pfitom jsou stupné mensiho nez K (K je celé
¢islo) ““. Potadi vyjimanych vrchol je libovolné.

Nyni je druhy bod jasny. Odstranénim vrcholu stupné mensiho nez K
dostaneme polygon s po¢tem hran také mens$im nez K a kazdy z nahrazenych
trojuhelnikii protina nejvyse K — 2 = H novych trojihelnika (viz. obrazek 9).
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Obr. 9: Vypusténi vrcholu stupné sedm a nasledna retiangulace polygonu o sedmi

hranach.

Pro ovéteni prvniho bodu je tfeba pouzit nékteré z vlastnosti planarnich graft:

1.

Z Eulerovy formule o poctu hran triangulace sestrojené na mnoziné N bodu
v roving, specialné triangulace, jejiz konvexni obalku tvoii trojuhelnik,
plati (e znaci pocet téchto hran):

e=3N-6.

ii. Kromé ptipadu, kdy naSe triangulace neobsahuje zadné vnitini body (tvoii

Jipouze jeden trojihelnik a feSeni je tedy trivialni), je kazdy ze tii vrchol
konvexni obalky nejméné tietiho stupné. Jelikoz zde mame 3N — 6 hran

a kazda prispiva k celkovému stupni vrcholu dvémi, je tento celkovy
stupent < 6NN. Z toho je vidét, Ze alespon N/2 vrcholt je stupné mensiho nez
12. Proto necht’ K = 12. Necht’ v je pocet vrcholl vybranych k vyjmuti.
Jelikoz kazdy vybrany vrchol miize eliminovat nejvyse K — 1 =11
sousednich vrcholil a tfi vrcholy konvexni obélky jsou nevyjmutelné,
dostavame:

v 1/11(N2 - 3)..

Pak vychazi, ze o= 1 -1/22 < 0.955 < 1.

U Vysledek: Lokalizace bodu miiZe tedy timto algoritmem prob&hnout v ¢ase
O(logN), pti pamét'ové narocnosti O(N) po predzpracovani o sloZitosti

O(N logN).

Vratime-li se nyni k problému Delaunayovy pftirtstkové

triangularizace, vidime urcité rysy spolecné pro oba algoritmy. Metoda
lokalizace bodu zjemniovanim triangulace je zaloZena na dekompozici dané
triangulace az na jeji trojuhelnikovou obalku. Metoda Delaunayovy
ptiristkové triangularizace zase krok za krokem triangularizuje vnitiek také
trojuhelnikové oblasti. Spojeni téchto dvou technik (tj. Delaunayova
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ptiristkova triangularizace vyuzivajici pro lokalizaci bodu Kirkpatrickovu
metodu zjemnovani triangulace) je realizovano tak, ze vyhledavaci strom 7
potiebny pro lokaliza¢ni proceduru je vytvaien a aktualizovan postupné,
behem konstrukce triangulace.

BohuzZel, pti velkém poctu zpracovavanych bodt je, diky nutnosti
uchovavani trojihelniki stromu (tj. trojihelnikd jednotlivych triangulaci ),
potiebny pamétovy prostor velmi vysoky a za zminku stoji 1 fakt, ze kromé
pfipadu, kdy pfidanim bodu p do trojuhelnika triangulace dojde k jejimu
roz§ifeni pouze o hrany spojujici p s vrcholy tohoto trojihelnika (v tomto
ptipad¢ vytvofime pouze tfi nové nasledniky, ktefi budou zaroven listy
stromu, uzlu reprezentujicimu tento trojuhelnik), tj. v ptipadech, kdy je nutno
retriangularizovat i okoli tohoto trojuhelnika, se zkomplikuje procedura
aktualizace stromu (je nutno aktualizovat i sousedici trojihelniky). A navic,
tento ,,zdola* konstruovany strom nebude sestrojen tak idealné, jako pivodni
metodou zjemilovani triangulace a vyhledavéani v ném proto bude o néco horsi
nez O(logN).

I kdyz se toto spojeni nakonec pro pouziti v praxi ukazalo méné
vhodné, je zde metoda zjemnovani triangulace uvedena, nebot’ je se samotnym
problémem triangularizace Uzce spjata.

3.9 Triangularizaéni algoritmus DeWall (Delaunay Wall)

3.9.1 Realizace

Triangulariza¢ni algoritmus DeWall (Delaunayova zed’) je zaloZen na
metod¢ rozdél-a-panuj, kterou ovSem vyuziva pon€kud jinym zptisobem, nez
klasicky algoritmus pro konstrukci Delaunayovy triangulace (¢i Voronoiova
diagramu). V klasickém triangulariza¢nim algoritmu zaloZeném na metod¢
triangulaci Del(S)) a Del(S,), kde S; je leva polovina mnoziny S a S, je prava
polovina mnoziny S - viz. kapitola ,,Konstrukce Voronoiova diagramu
metodou rozdél-a-panuj*). Reseni tohoto probému vyZzaduje mnoho lokanich
uprav (retriangularizaci) spojovanych triangulaci. Tyto Gpravy jsou
proveditelné v E?, oviem ve vy3edimenzionalnich prostorech jsou prakticky
nefesitelné. Tento problém fesi algoritmus DeWall ipravou konvenéni metody
rozdél-a-panuj, takze je nejen dobfe pracujici v roving, ale miize se stat
odrazovym mustkem do E ¢, kde d > 2.

Zakladni myslenka je jednoducha. Misto spojovani parcialnich
triangulaci, jako je tomu u klasické rozdé€l-a-panuj metody, triangularizuje
DeWall nejdrive prostor rozd€leni plivodni mnoziny generatorti S, ¢imz
vznika jakysi pas trojuhelniki (triangulacni zed’) rozd¢€lujici S na dvé poloviny
a pak teprve pocita triangulace téchto podmnozin S a S,.
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Necht tedy S je mnozina N generatorli, na které bude sestrojena
Delaunayova triangulace Del(S). Proces déleni rozd€li mnozinu S na mnoZziny
S1 a $,, které maji ptiblizné stejny pocet prvkl (proces déleni probiha jako
u klasické metody, jen s tim rozdilem, ze se stfida déleni vertikalni
a horizontalni). Pak je provedena triangularizace generatorti, ozna¢me tuto
mnozinu Sy, lezicich podél délici pfimky tak, Ze vznikne pas trojuhelnikd,
Del(Sm), vyhovujicich kritériu prazdné Delaunayovy kruznice a kazdy z téchto
trojuhelnikti ma nenulovy prinik s délici pfimkou. Pak se rekurzivné
triangularizuji mnoziny S, a S,. Vysledna triangulace Del(S) vznikne spojenim
Del(S)), Del(S,) a Del(Sy).

Sy Sy Sy

b b
B
Del(S1) '{52(7 Del(S,)

Del(Sy)

Obr. 1: DeWall triangularizace: Del(Sy) je tzv. Delaunayova zed.

Kostra algoritmu bude tedy vypadat takto:

procedure DeWall

I.  Pokud triangulace mnoziny S neni dokoncena, rozdé¢l S na pfiblizné
stejné¢ mohutné mnoziny S; a S, pfimkou o.

II.  Sestroj Delaunayovu zed’ Del(Sy).

III. Pokud triangulace mnoziny S; neni dokonc¢ena, aplikuj na mnozinu S|
rekurzivné proceduru DeWall.

IV. Pokud triangulace mnoziny S, neni dokonc¢ena, aplikuj na mnozinu S,
rekurzivné proceduru DeWall.

V. Vrat Del(S) U Del(Sy) v Del(S5).

Jak je vidét z procedury DeWall, jadrem metody je krok (2), tedy
sestrojeni Delaunayovy zdi Del(Sy,). Ke konstrukci této zdi pouzijeme
jednoduchy zptisob piirastkové triangularizace zalozeny na udrzovani
platnosti kritéria prdzdné Delaunayovy kruznice. Konstrukci zacneme
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v jednom z trojuhelniki Del(S), ktery protind dé€lici pfimka. To znamena, ze

prvni trojuhelnik na startu algoritmu je nutno vygenerovat. To provedeme

timto zplisobem:

1. Najdeme bod p, € S lezici blizko k d€lici ptimce.

2. Najdeme bod p, € S, (lezi na opacné stran¢ délici ptimky) s nejmensi
Euklidovskou vzdalenosti od bodu p;.

3. Najdeme bod p; € S takovy, ze uvnitt kruznice prochazejici vrcholy py, p»
a p; nelezi zadny bod mnoziny S.

4. Trojuhelnik pp,ps je hledany startovni trojihelnik.

V konstrukci Delaunayovy zdi pak pokracujeme timto zptisobem (viz.
nasledujici obrazek 2).

Obr. 2: Konstrukce prvni Delaunayovy zdi Del(Sy).

Délici ptimka protina (vyhneme-li se opét uvaham o specialnich ptipadech)
dv¢ hrany trojithelnika. V konstrukci pokracujeme smérem jedné z t€chto hran
tak, Ze hledame takovy bod mnoziny S, ktery bude pro danou hranu vyhovovat
kritériu prazdné Delaunayovy kruznice. Tak pokra¢ujeme dokud nenarazime
na hranu, ktera nalezi konvexni obalce mnoziny S. Pak se vratime ke
startovnimu trojuhelniku a postup opakujeme v opacném sméru. Takto tedy
sestrojime prvni Delaunayovu sténu. Konstrukce nasledujicich stén je
jednodussi, nebot’ startovni trojihelnik je jiz dany (je to trojahelnik
z ptedchozi Delaunayovy zdi, ve kterém se protinaji na sebe kolmé délici
pfimky pfedchozi a aktualni mnoziny S) a konstrukce probiha pouze jednim
smérem (vlevo pfi déleni S| a vpravo pii déleni S,).

Samotnou proceduru DeWall ilustruje nasledujici sekvence obrazki.
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Obr. 3: Procedura DeWall: konstrukce prvni Delaunayovy zdi a prvni rekurzivni
volani procedury.

Obr. 4: Procedura DeWall: na levém obr. jiz nedojde k rekurzivnimu volani
procedury, nebot triangularizace stavajici mnoziny S je jiz provedena (pfi konstrukci
Delaunayovy zdi jiz v prvnim kroku nenalezneme Zadny bod, ktery by vyhovoval
kritériu prazdné kruznice opsané a zarover by nepatfil do jiz hotové triangulace).

Obr. 5: Procedura DeWall: dokonéeni triangularizace levé ¢asti mnoziny generatoru
(tji. mnoziny Sy po prvnim déleni). Konstrukce pravé ¢asti je analogicka.
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3.9.2 Zavérem:

Zména, kterou se tento algoritmus li§i od algoritmu pro konstrukci
Delaunayovy triangularizace ¢i Voronoiova diagramu zalozeného na klasické
metod¢ rozdél-a-panuj, nepiindsi zménu ve vypocetni slozitosti a ta tedy
zustava O(N logN). Diky ni se vSak algoritmus DeWall vyhyba slozité
slu¢ovaci fazi, ktera brani v pouziti metody rozdé¢l-a-panuj ve
vicedimenziondlnim prostoru, nez je rovina. Proto je mozné piejit od
planarniho DeWall algoritmu k algoritmiim uréenym pro konstrukci
trojuhelnikové sité na mnozinach vstupnich generéatorti rozmisténych v E ¢,
kde d > 2. Druhou vyhodou, kterou tato metoda piinasi oproti ostatnim
klasickym algoritmiim diky nepiitomnosti fAze spojovani parcidlnich
triangulaci, je moZznost snadnéj$i paralelizace algoritmu [CIG92].

3.10 Delaunayova triangularizace vyuZivajici pravidelnou mriz

Nové rysy tohoto algoritmu [FANG93]:

e Je to algoritmus zalozeny na piimé konstruk¢ni metodé s mensi rezii, nez
maji algoritmy zalozené na metod¢ rozd¢l-a-panuj (sprava zdsobniku,
déleni mnoziny generatord, spojovani partikularnich vysledk). Nevyzaduje
také tfidéni vstupni mnoziny.

e Pro konstrukcei trojuhelnikii a pfedevsim lokalizaci bodl vyuziva
pravidelnou mfizku.

e Trojuhelniky generuje kruhovym ,,odkrajovanim® z mnoziny generatora.
Tim je zajiSténa kompletnost a korektnost triangulace. Vystupni datova
struktura je generovana spolu s konstrukci novych trojahelniki.

e Pouziva seznam hran.

e Je odolny proti koincidencim a kocirkularitam.

e Vypoctova slozitost algoritmu je linearni funkci.

Nésledujici cast se bude zabyvat otdzkou predzpracovani. Pak se
budeme vénovat interni datové struktuie zalozené na pravidelné miizce,
samotnym triangularizaénim procesem a vyuzitim algoritmu k vypoctu
konvexni obalky.

3.10.1 Pfedzpracovani

Jako obycejné, vstupni mnoZinou S je mnoZzina N generatori v roviné.
Snazime se vytvofit takovou datovou strukturu pro tyto generatory, kterd nam
umozni rychlou lokalizaci bodu, tj. mame hranu ab a chceme rychle najit bod
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c takovy, Ze trojice abc tvoti Delaunaylv trojuhelnik. A prave za timto ucelem
sestrojime pravidelnou plandrni mfiz.

Prvnim krokem této konstrukce je sestrojeni min-max boxu obsahujici
vSechny body mnoziny generator. Koinciden¢ni toleranci (tolerance piesné
polohy bodu pii numerickych vypoctech) oznacme TOL. Tato tolerance zvétsi
nasledujicim zplisobem min-max box (kvili feSeni situaci, kdy bod bude lezet
na hranach mftizky).

Xmin = Xmin — TOL
Xmax = Xmax + 1OL
Ymin = Vmin — 0L
Ymax = VYmax T TOL

Velikost mtizky je pak:

VelikOSt — \/(xmax - xmin )(ymax - ymin)
N

Pocet bun¢k miizky ve sméru osy x (resp. osy y) je dan x-ovym rozliSenim
(resp. y-ovym rozliSenim) miizky:

o (x =X

xres — lnt( max - mlnj + 1
velikost

ymax _yminj +1

. = Int
Y ( velikost

kde int() je operator konvertujici double na integer.
KdyzZ je mtizka vygenerovana, pfifadime kazdému bodu mnoZiny S

pravé jednu buiiku miizky. Predpokladejme, ze bod p; mé soutadnice (x;, ),
pakproi=0,1,2, ..., Nproved:

(D
grid_x= al _‘xmi"
velikost
. yi B ymin
rid y=-—"—-—"t
gra_y velikost

i cell = int( grid x)
j_cell = int( grid _ y)

kde grid x a grid y jsou soutadnice normalizované vzhledem k ptivodnim
soufadnicim (Xmin, Ymin) @ I_cell aj cell jsou indexy buiiky.
(2) Je-li buiika o indexech (i_cell,j cell) prazdna, vloz do ni bod p;.
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(3) Obsahuje-li jiz bunka o indexech (i_cell,j cell) néjaky bod, testuj jej
s novym bodem na koincidenci (mé-li stejnou polohu v mezich 7OL).
Je-li novy bod s né€kterym bodem buiiky koincidentni, ignoruj ho, jinak
novy generator do buniky pfide;.

Takto je kazdému bodu mnoziny S (vyjma koincidentnim bodtim, které jsou
ignorovany) pfifazena prave jedna bunka miizky. LeZi-li n¢jaky generator na
hrané¢ mfizky, vyber buiiku sousedici s inkriminovanou hranou vpravo (pro
vertikéIni hranu) a nahote (pro horizontalni hranu). Pro generator lezici na
hornim okraji (resp. pravém okraji) mtizky je vybrdna bunika dole (resp.
vlevo) od tohoto okraje.

3.10.2 Datova struktura

Datova struktura uzivana timto algoritmem je matice ukazatelt, kde
kazdy pointer ukazuje do seznamu bodu lezicich ve stejné buiice.

pocet vrchold
normalizovana x-ova soufadnice
normalizovana y-ova soufadnice

pouzit / nepouzit

A
.

ukazatel na dal$i vrchol

A

ukazatel na pfedchazejici vrchol

1 ukazatel na dalSi uzel v téZe burnice

struct cellnode
{

int vertex number;
double x, y;
int used;

struct cellnode *previous point;
struct cellnode *next point;
struct cellnode *next node;

Obr. 1: Datova struktura vyuzivajici pravidelnou mfizku.
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Proménna vertex number tedy udava Cislo generatoru, x a y jsou
normalizované soufadnice bodu, proménna used je praporek informujici, zda
je bod uzit v triangulaci €i nikoli, previous point a next_point tvoti fetézec
bodt uzitych v triangulaci a next_node ukazuje na dalsi bod lezici ve stejné
buiice.

3.10.3 Triangulariza¢ni proces

Samotny triangularizacni proces se sklada ze tii zakladnich krok,
kterym se postupné budeme vénovat. Jsou to:
1. Nalezeni startovniho generatoru a prvni hrany.
2. Konstrukce trojahelnik.
3. Spojeni téchoto trojihelnikt do sité.

3.10.3.1 Krok 1: Nalezeni startovniho generatoru a prvni hrany

Otazka nyni zni: ,,Kde, ¢i pfesnéji jakym bodem a jakou hranou, by
triangulariza¢ni proces mél zacit?*. Tento algoritmus miiZe odstartovat
odkudkoli, z hlediska vypoctové slozitosti je v§ak nejvyhodnéjsi odstartovat
co nejblize ke sttedu mnoziny generatort. Algoritmus a ilustracni obrazek
(obr. 2) nasleduyji:

(1) Najdi prostfedni buriku s indexy:
(mﬂn) = (xr'es /25 yres/z)

(2) V ptipadé, Ze tato buiika neni prazdna, vyber libovolny jeji bod (vrchni
polozku seznamu generatort této buiky).
(3) Je-li tato builka prazdna, pokracuj v hleddni v sousednich bunkach.

Vybér sousedni buiiky v kroku (3) je mozno provést vice zptisoby. Jednim z
nich je jednoduchy postup, ve kterém nejdiive prohledame tfi horni sousedni
bunky, pak tfi dolni, levého souseda, pravého souseda a neni-li ani nyni
vyhledavaci procedura ispésnd, pokracujeme horni pétici, dolni pétici, levou
trojici, pravou trojici atd., viz. obrazek.
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Obr. 2: Hledani startovniho bodu.

Jedinou nepfijemnosti, kterou mize tento vyhledavaci algoritmus zpiisobit, je
kdyz urci jako startovni bod generator lezici blizko hranice min-max boxu.
Tento broblém se vSak da snadno vyfesit.

Mame-li startovni bod, zacneme hledat nejblizsi sousedni bod,
abychom mohli sestrojit prvni hranu triangulace:

I.  Nastavime nejmensi vzdalenost d,,;, na néjaké velké ¢islo, napt. délku
diagonaly min-max boxu.

II.  Obsahuje-li nalezena bunka kromé startovniho bodu i jiné generatory,
najdeme ten z nich nejblizsi k startovnimu bodu (oznacme jej p;) a
ozna¢me jako d jejich vzdélenost. Je-li d mensi nez d,;,, nastavime dp;,
jako d.

III.  Prochézime fadky a sloupce okolo buriky stejnym zptsobem, jako v
minulé procedufe (ti1 horni, pak tf1 dolni sousedni buriky, levého souseda,
pravého souseda, atd.).

IV. Pro kazdou tadu a sloupec provedeme nésledujici:

Spust’ z p; kolmici na stranu buiiky k p; nejblizsi.

Je-li vzdalenost mezi p; a prasecikem kolmice se stranou bunky
mensi nez dy,;,, prohledej fadu ¢i sloupec ve sméru kolmice. Neni-li
tomu tak, oznac tento smér (horni fada, dolni fada, levy sloupec, nebo
pravy sloupec) jako neuspéesny.

Jsou-li v daném sméru nalezeny néjaké body, vypocitame jejich
vzdalenost od p; a je-li tato vzdalenost mensi nez d;,, aktualizujeme
jej.

V. Vyhledavani ukon¢ime, jsou-li vSechny sméry oznaceny jako neuspesné,
coZ znamena, ze vSechny body lezici v neprohledanych (oznacenych)
smérech jsou k p; vzdalenéjsi, nez ten se vzdalenosti dy,.

Nalezeny bod, ozna¢me jej jako p,, lezi tedy k bodu p nejblize a hrana pp,
bude hledanou startovni hranou.
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N b,

min

Obr. 3: Hledani prvni hrany p:p..

3.10.3.2 Krok 2: Konstrukce trojuhelniki

Mame tedy nalezen startovni bod p; a hranu pp, triangulace. K
nalezeni tfetiho bodu p; takového, ze trojuhelnik p,p,p; vyhovuje
Delaunayovu kritériu kruZnice opsané, pouZijeme nasledujici algoritmus:

I.  Hledej na pravé strané usecky pp, (predpokladame orientaci z p; do p,).

II.  Najdi bunky s indexy (i}, /1) a (@2, j») takové, ze jsou bud’ buitkami
koncovych bodl pp,, nebo jejich bezprostiednimi sousedy a to timto
zpusobem. Vypocitej prasecik spodniho okraje buiiky obsahujici bod p,

s ptimkou pp,. Tento prisecik definuje bunku (7;, j;). Podobné vypocitej
prasecik pravého okraje buiiky obsahujici bod p; s ptimkou pp,. Tento
prasecik definuje bunku (i,, j,). Tento proces ilustruje obrazek 4.

III.  Vytvor trojuhelnikovou oblast sestavenou z bunék tak, ze buiiky (iy, j;),
(2, /1) a (@2, jo) tvoti vrcholy tohoto trojuhelnika (viz. vyplnéna oblast na
obr. 4). Jako diagonalni stranu algoritmus vybira vSechnu buiiky, které
jsou ptrotnuty ptimkou pp,. (Vypocet pruseciki je diky pouziti miizky
jednoduché, nebot’ staci vypocitat sklon piimky, prvni prasecik a pak uz
jen postupovat mtizkou pouze pomoci operace s¢itani k dalSimu
praseciku.)

IV. Je-li vytvofena tato trojuhelnikova oblast, zacneme testovat kazdou
buiiku uvnitf oblasti. Prohledavani mtze byt opét provedeno nékolika
zpuisoby. Algoritmus mtize naptiklad prohledavat kazdy sloupec startujice
v burice (i,, j;) a postupovat doleva, dokud nenarazi na bunku (iy, j;) (viz.
obrazek 4). Dalsi moznosti je prohledat buiiku (i,, j;) a pak postupovat po
diagonalach, tj. buitkami (i», ji+1), (i, —1, j1), pak (i, j1+2), (i, —1, ji+1),
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(6)

(7)

(-2, 1), atd. Tak algoritmus vyhledava nejdtive body tvofici trojihelnik
s co nejveétsimi uhly. Pro tento algoritmus je pouZit velmi jednoduchy
zpusob vyhledavani, nebot’ v praxi je pocet prohledavanych buiiek mensi
nez deset.

-

P3

A
L

P4 *

3

i i
Obr. 4: Konstrukce delaunayova trojuhelnika.

Jsou-li n¢jake body nalezeny, vyber ten z nich, ktery dava nejvétsi tihel
(. nejmensi kosinus). Vezmi kruZnici prochéazejici body py, p, a nas§im
bodem s nejmensim kosinem a sestroj jeji min-max box (jeho strany jsou
limitovany hranami miizky). Neni-li zddny bod nalezen, prohledej fadky
od (i1—k, j1—k) do (ir+k, j1—k), a sloupce od (ir+k, j1—k) do (ir+k, jr+k), pro
k=1,2, ..., dokud nové body nalezeny nejsou.

Poté, co je sestrojen prvni min-max box (kruznice), pokracuje hledani
tadky a sloupci uvnitf tohoto min-max boxu a postupujeme stejné jako

v bodé€ (5), tj. vyber bod s nejmensim kosinem, sestroj kruznici
prochdzejici timto bodem a generatory p,, p, a aktualizuj min-max box
(této kruznice). Tento proces ilustruje obrazek 5.

Prohledavani ukon¢i v ptipadé, ze uvnitt min-max boxu stavajici kruznice
uz nejsou zadné nenavstivené fadky a sloupce.
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Obr. 5: Prohledavani buriek uvniti obdélniku opsaného Delaunayové kruznici.

Hlavni ¢asti algoritmu je dynamicka aktualizace obdélniku opsané¢ho
Delaunayové kruznici.

Je-1i hrana vertikalni ¢i horizontalni, pro vyhledavani se misto
trojuhelnikové oblasti pouzije oblast obdélnikova.

3.10.3.3 Krok 3: Spojovani sestrojenych trojuhelnikd

Jak spojit sestrojené trojuhelniky do sité, aby vznikla tiplna a korektni
triangulace? Tak zni otdzka, kterou nyni musime vyfesit. Uginnou cestou je
najit prvni trojuhelnik a pak k nému ptidavat dalsi a dalsi tak, aby nevznikly
zadné diry ani mosty. Triangulariza¢ni strategie prezentované¢ho algoritmu
ptidava trojihelniky kruhové. VSechny kroky tohoto algoritmu budou
v nésledujici ¢asti kapitoly vysvétleny na konkrétnim piikladu, po€inaje
obrazkem 6.
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Obr. 6: Testovaci mnozina generatort a vygenerovana mfizka.

Nalezeni prvni hrany p;p; je ilustrovano obrazkem 7. Algoritmus tuto
hranu rozdéli na dvé ,,polohrany* p\p, a pop;. Ty pak vlozi do seznamu hran,
ktery je tvofen kruhovou frontou. Tuto frontu algoritmus pouZziva po cely
triangularizacni proces pro spravu stavajici hrany, kterou pouzije k nalezeni
dal$iho trojuhelnika. Obsah fronty po inicializaci je tedy

PpaP15 P1P2s
kde stavajici aktivni hrana je ve fronté vzdy posledni. (V dal§im bude platit, Ze
zacatek fronty je prvni polozka a konec je posledni polozka.)

. . /12 . .

Obr. 7: Generovani prvni hrany.

Pomoci stavajici aktivni hrany pp, algoritmus najde bod p; a sestroji dvé
nové polohrany psp, a p1ps (viz. obrazek 8). Seznam novych polohran je vzdy
takto usporadany: Prvni polohrana ukazuje z nalezeného bodu na konec
aktivni polohrany a druha polohrana ukazuje ze zacatku aktivni polohrany na
nalezeny bod. JelikoZ polohrana p;p, jiZz neni uzivana, algoritmus ji vymaze
z fronty a naopak na konec fronty pfida nové polohrany, takZze mame:

PabP1s P3p2s P1P3-
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Obr. 8: Sestrojeni prvniho trojuhelnika.

Aktivni hranou je nyni pp;. Algoritmus tuto hranu nyni pouzije k nalezeni
bodu p, a polohran psp; a pip4 (viz. obrazek 9). Po vymazani aktivni hrany
a pfidani novych polohran méame:

P2P15> P3p2s Pap3, P1P4-

el o ]2

Obr. 9: Sestrojeni druhého trojuhelnika pomoci novych polohran.

Pokracovanim v tomto procesu, tj. pouZiti aktivni polohrany k vytvoteni dvou
novych polohran a aktualizace seznamu hran, se dostaneme az k situaci
ilustrované obrazkem 10. Seznam hran zde je:

DaD1, P3P2, Pap3, PsPa, PePss P1Pes P1P7-
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Obr. 10: Situace pfed uzaviranim triangulace.

Pomoci aktivni hrany pp; algoritmus najde bod p, a sestroji dvé nové
polohrany p,p; a pip,. Polohrana pp, je dvojcetem polohrany p,p, na zacatku
seznamu hran. JelikoZ jiZ byly obé polohrany zpracovany, mohou byt
v seznamu hran eliminovany. Dostaneme tak novy seznam hran (viz. obrazek
11):

P3P2, PapP3, PsP4a, PePs> P1P6s P2P7-

“ ' .

Obr. 11: Generator 1 je vymazan.

Situaci, ve které byla nalezena polohrana dvoj¢etem polohrany na zacatku
seznamu hran, nazvéme pravy dotek. Levy dotek je pak situace, kdy je
nalezena polohrana duélni k polohrané ptedposledni v seznamu hran (pozdéji
bude ukazano formou piikladu). Jedna z téchto dvou situaci nastane, najde-li
algoritmus jiZ jednou pouZzity bod. Proto pokazd¢, kdyz nalezne algoritmus
novy bod, oznaci jej jako pouzity. Najde-li pak algoritmus opakované jiz
jednou pouzity bod, otestuje jej na dotekové situace. Jinak tento test neni
nutny.
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Obrazek 11 demonstruje, Ze bod p, jiz neni potiebny a proto miize byt
eliminovan (na obr. znazornéno zmizenim ¢isla 1). Tento krok je dulezity,
nebot’ snizuje Cas potiebny ke konstrukei nového trojuhelnika (viz. obrazek 4).

Obrazek 12 pak ukazuje dal$i zajimavou etapu triangularizacniho
procesu. Seznam hran je nasledujici:

DPPs> P3P7, PoP8> P1oP9> P11P10> P12P 115 P13P125 P14P13> P15P 145 P16P155 PeP16-

Lo X
15 % /711 .
e .

Obr. 12: Ukazka situace, ve které vznikla dutina.

Pouzitim posledni hrany seznamu algoritmus najde bod pg a generuje
polohrany pgpi6 a peps. Jelikoz pg je jiz pouzity bod, algoritmus provede test
na dotekové situace. Nenalezne vSak zZadny dotek ani s pfedni a ani

s predposledni polohranou v seznamu. Tuto situaci vyteSime tak, ze
presuneme vrchni polohranu seznamu na posledni misto. Tento piesun je
nutny a pfedejdeme jim tvorbé dér a mosti. Seznam hran je tedy:

P8P, PoPs> P1oP9s P11P10> P12P11> P13P12> P14P13> P15P14> P16P 15> P6P16> P7P6-

Nyni je aktivni hranou polohrana p;pe a s ni algoritmus najde bod pg
a sestroji dvé nové polohrany pgpe a pps. Jelikoz pg je jiz pouzit, algoritmus
jej opét testuje na dotekove situace. Zjisti pravy dotek s vrchni hranou
seznamu pgp; a proto smaze bod p; z mnoziny vrcholi a polohrany psps a psp;
ze seznamu hran. Novy seznam hran je po této Uprave (viz. obrazek 13):

PaPss> P1oP9s P11P10> P12P11> P13P12> P14P 135 P15P14> P16P15> PP 16> PsPe-
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Obr. 13: Je detekovan pravy dotek poté, co byla pfeskoCena hrana psp1s.
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Aktivni hranou je polohrana pgpe a s ni algoritmus najde bod p
a sestroji dvé nové polohrany peps a pgp16. Jelikoz py4 je jiz pouzit, algoritmus
jej opét testuje na dotekoveé situace. Je detekovan levy dotek s hranou pep1.
Algoritmus odstrani tuto hranu spolu posledni hranou seznamu (pgpe) a na jeji
misto pfida nové sestrojenou hranu pgp¢. Novy seznam hran odpovida
obrazku 14 a vypada takto:

PoPs, P1oP9s P11P10> P12P11> P13P12> P14P135 P15P 145 P16P155 P8P16-

|

S
16,
10
o
15 /7‘11
[ ]
1
13Kl/
12 .

Obr. 14: Priklad levého doteku.

ST

Pomoci pgp6 algoritmus najde bod p;7. Ten nemd nastaven piiznak
»pouzit” a tak neni nutné testovat dotekové situace. Ze seznamu hran se vyjme
PsP16 a pidaji se nové polohrany p7p ;6 a pgp17 na posledni pozici v seznamu.
Novy seznam hran odpovida obrazku 15 a vypada takto:

PaoPs, P1oP9s P11P10> P12P115 P13P125 P14P135 P15P14s P16P15> P17P16> P8P17-
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Obr. 15: Je nalezena hrana patfici obalce.
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Pomoci posledni hrany pgp;7 algoritmus nenajde zadny novy vrchol.
Narazili jsme na hranu patfici obélce, tj. na hranu obalky. Algoritmus tuto
hranu vymaze ze seznamu a ptesune hranu ze zacatku seznamu na konec.
Novy seznam hran vypada nésledovné:

P1oPos P11P10s P12P11s P13P12> P14P13s P15P 14> P16P15> P17P 16> PoPs-

Hrana pgpy je také hranou obalky a je tedy smazana ze seznamu. Algoritmus
op¢t piesune hranu ze zacatku seznamu na jeho konec. Nyni je aktivni hranou
hrana p;¢py. Najdeme dosud nepouzity bod p s a generujeme nové polohrany
P1sP1o @ pop1s.- Novy seznam hran odpovida obrazku 16 a vypada takto:

P11P10, P12P11, P13P12, P14P13, P15P14s P16P15> P17P16s P18P9s P1oP 18-

— 9

10 /
18
15 /7‘11
[ ]
1

P .

Obr. 16: Generovani nového trojuhelnika po detekci dosud nepouzitého bodu p+s.

b%
S

V této chvili jsou tedy popsany vSechny situace, ke kterym béhem
triangulariza¢niho procesu mize dojit. Vyse uvedenymi postupy tedy
algoritmus pokracuje v triangularizaci az do chvile, kdy je seznam hran
pfazdny. V tom ptipadé je triangulace dokoncena. Obrazek 17 ilustruje
okamzik, kdy algoritmus dosp¢l ke svému konci. VS§iméte si, Ze jsou smazany
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viechny body, vyjma generatort patiicich obalce. Casové nejnaroénéjsi je
proces vyhledavani. Ten se vSak zrychluje pravé diky mazani bodu.

vl Zed
° Y — #19
AN

L« \

Obr. 17: Dokon&ena Delaunayova triangulace metodou vyuzivajici pravidelnou
mFiZKu.

3.10.3.4 Delaunayovo kritérium

Nyni je nutné dokézat, ze triangulace na vystupu tohoto algoritmu je
korektni Delaunayova triangulace, tj. Ze pro kazdy sestrojeny trojuhelnik plati,
Ze uvnitt kruznice jemu opsané se nenachazi zadny jiny generator. Jelikoz
algoritmus ve své vyhledavaci ¢asti pracuje pouze s oblasti na pravé strané
hrany, sta¢i, kdyZ dokézeme, Ze uvnitf této opsané kruznice nelezi Zadny bod
z levé strany hrany. (V oblasti po pravé strané takovy bod neexistuje, nebot’
algoritmus vybere vzdy generator s nejmensim kosinem, tj. nejvétsim tthlem).
Diikaz se sklada ze dvou krokt. Diikaz je ilustrovan obrazkem 18.

>

(a) (b)

Obr. 18: K diikazu platnosti Delaunayova kritéria.
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Ptedpokladejme, Ze prvni hranou je hrana AB (obr. 18(a)). Je-li B
nejbliz§im bodem k bodu A4, pak pro kazdy bod C tvofici prvni trojuhelnik
ABC nalezeny algoritmem plati, ze hrana AC je delsi, nebo stejné dlouhd jako
AB. Proto thel ACB je mensi nez 90°. Proto oblouk z A4, ktery nemuze
obsahovat bod C je mensi nez ptlkruh. Objevi-li se uvnitf této kruznice, na
levé stran¢ hrany 4B bod D, pak vzdalenost 4D musi byt mensi neZ AB, coZ je
ovSem v rozporu s prfedpokladem, ze B je njblizSim bodem k bodu 4.

Déle predpokladejme (viz. obrazek 18(b)) existenci hrany AC
trojuhelnika ABC sestrojen¢ho vyse. Je nutno dokazat, ze zadny bod D lezici
po pravé stran¢ hrany AC a vn¢ kruznice opsané trojuhelniku ABC nemuze
spolu s hranou AC tvofit trojihelnik ACD takovy, ze kruznice jemu opsana
obsahuje n¢jaky jiny bod leZici po levé stran€ hrany AC. (Uvnitf kruznice
opsané trojuhelniku ABC se nemiiZze nachazet zadny bod, je-ji tento
trojihelnik Delaunayovym trojuhelnikem.) LeZi-1i tedy bod D vné kruznice
ABC, pak mlizeme sestrojit kruznici opisujici trojahelnik ACD a zaroven
prochazejici bodem Q, ktery lezi na ose hrany AC za bodem P, kde P je
prisecik této osy s kruznici opsanou trojihelniku ABC. Pak prinik kruznice
AQC s vnitini oblasti kruznice ABC, je oblouk, ktery cely lezi vlevo od hrany
AC. Kruhova use¢ definovana timto obloukem a hranou AC lezi cela uvnitf
trojihelniku ABC. ProtoZe se vSak ve vnitini oblasti trojihelniku ABC
nenachdzi zadny jiny bod, nemtize se Zadny bod nachézet ani v této useci. To
znamena, Ze kruznice opsana trojihelniku 4CD neobsahuje zadny bod lezici
na levé strané hrany AC.

Aplikujeme-li tento postup na hrany 4D, AE, ..., vidime, Ze
vygenerovana triangulace je opravdu Delaunayovou triangulaci.

3.10.4 Algoritmus

Nyni se podivame na kostru samotného algoritmu v pseudo-C.
Funke testujici dotekové situace:

check touch case(Ps, P, Pe)

{
if (Ps == P.next) return(RIGHT TOUCH);
if (Pe == P.previous) return(LEFT TOUCH) ;
return (NO_TOUCH) ;

T¢lo algoritmu:

Konstrukce mrizky.
Nalezeni prvniho bodu p; (v algoritmu Pl) a prvni hrany p.p:.
Inicializace seznamu hran vloZenim pP:P; a P2P:-

Pl.previous = Pl.next = P2;
P2.previous = P2.next = Pl;
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while (seznam hran neni préazdni)

{

aktivni hranou je hrana (Ps, Pe);
nalezen <« najdi tf¥eti bod(.., P,..);
/*tfetim nalezenym bodem je bod P*/
if (nalezen)
{
if (tfeti bod byl jiZ pouzit)
{
touch < check touch case(Ps, P, Pe);
switch (touch)
{
case RIGHT TOUCH:
vymaz vrchni polohranu ze seznamu hran;
vymaz aktivni polohranu z konce seznamu;

pripoj na konec seznamu prvni ze dvou nove
sestrojenych polohran;

Pe.previous = P;
P.next = Pe;
break;

case LEFT TOUCH:
vymaz aktivni polohranu z konce seznamu;

vymaz pfedposledni polohranu (hned pfed aktivni

hranou) seznamu hran;

pripoj na konec seznamu druhou ze dvou nové
sestrojenych polohran;

Ps.next = P;
P.previous = Ps;
break;

case NO_TOUCH:

pfesunl vrchni polohranu seznamu na posledni misto;

}
} else /*tfeti bod jedté& nebyl pouzit*/
{

nastav t¥eti bod na ,pouzit™;

vymaz posledni polohranu ze seznamu;

pfripoj na konec seznamu prvni ze dvou nové sestrojenych

polohran;

pfripoj na konec seznamu druhou ze dvou nové
sestrojenych polohran;

P.previous = Ps;
P.next = Pe;
Ps.next = P;
Pe.previous = P;

}
} else /*zadny bod nebyl nalezen*/
{
vymaz posledni polohranu ze seznamu;
presun vrchni polohranu seznamu na posledni misto;

}



Chyba! Neznamy argument 103
prepinace.

3.10.5 Konstrukce konvexni obalky

Tento algoritmu nabizi dvé snadné cesty pro konstrukei konvexni
obalky. Prvni je zaloZena na seznamu hran, druhé na vyuziti datové struktury
miizky.

Metoda zaloZena na seznamu hran uklada béhem triangulariza¢niho
procesu hrany patfici obdlce pfed tim, nez jsou smazany. Naptiklad pro nasi
predeslou ukazku jsou ulozeny tyto hrany v tomto potadi:

PsP17> PoPs> P12P20> P15P12, P17P15> P19P9> P20P19-

Metoda zalozen4 na datové struktufe miizky je stejn¢ jednoducha. Na
obrazku 17 vidime, Ze vSechny body, které nebyly smazany, jsou rovnéz body
konvexni obalky. Navic ke kazdému bodu médme dva ukazatele - ptedchazejici
a dal$i. Mizeme tedy zacit jednim z téchto zbyvajicich vrcholil a postupovat
pomoci ukazatelti bud’ vpied (ukazatel dalsi) nebo zpét (ukazatel
pfedchazejici) k ostatnim vrcholiim a projit tak popotrad€ celou konvexni
obalkou. Tak tedy mtize byt na vystupu uzavieny polygon, jehoZ strany jsou
sefazeny bud’ proti nebo po sméru chodu hodinovych rucicek.

3.10.6 Degenerace

V této podkapitole se budeme zabyvat dvémi moZznymi degeneracemi:
kolinearitou a koincidenci bodl vstupni mnoziny. Obsahuje-li tedy vstupni
mnoZzina generatori jen body leZici na pfimce, je to problém, nebot’ v takovém
ptipad¢ algoritmus nenajde na pravé ¢i na levé stran¢ prvni hrany zadny bod.
JelikoZ seznam hran je zatim v tomto piipadé prazdny, program skonci, aniz
by vypocital hrany podél kolinedrnich bodii. Jednoduché feseni takového
problému je test na takovou situaci a konstrukce hran uspotddanych podle
datové struktury miizky.

NeleZi-li body vstupni mnoZiny vesmés na pfimce, neni tieba
specialniho ptistupu, nebot” algoritmus najde nejdiive body nelezici na ptimce
a ty tvorti trojuhelniky, ze kterych postupuje triangulace dal a zahrne
1 kolinearni body.

Koincidentni body (neboli body leZici na stejné pozici) nejsou Zadnym
problémem, nebot’ jsou eliminovany jiz béhem konstrukce datové struktury
miizky.

3.10.7 Datova struktura ,,seznam vrcholu“

Béhem triangulariza¢niho procesu musime nékam ukladat vypocitané
trojuhelniky. Vystupni datova struktura mize byt vytvoiena n¢kolika riznymi
zpusoby. Mlzeme pouzit napiiklad strukturu ,,okfidlenych hran“ (viz. kapitola
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,Datova struktura ,,okfidlené hrany*). Dal$im moZnym feSenim je seznam
vrcholu. Seznamem vrcholit miizeme nahradit seznam hran a fidit jim
triangulariza¢ni proces. Nyni si tedy tuto datovou strukturu predstavime

a ukdzeme si, jak s ni lze vygenerovat vystup ve stejném case. Sledujme
ptiklad na obrazku 19.

1 8

Obr. 19: Prikla trojuhelnikové sité ilustrujici datovou strukturu seznam vrchold.

Algoritmus pouziva dva seznamy bodu. Jeden pro vnitini vrcholy triangulace,
druhy pro vrcholy patfici konvexni obalce. Kazdy vrchol je spjat se seznamem
vrcholt, ktefi jej obklopuji. Piiklad takové datové struktury popisujici
triangulaci na obrazku 19 je uveden na obrazku 20.

315 6 4 1 2
6 [8 7 4 3 5
518 6 3 2
8 |7 6 5
7 14 6 8
4 |1 3 6 7
1 12 3 4
2 |5 3 1

Obr. 20: Datova struktura reprezentujici triangulaci na obr. 19.

Body v prvnim sloupci pod dvojitou horizontalni ¢arou jsou body
patfici obalce, body nad touto ¢arou jsou interni body triangulace. Tato datova
struktura ndm miize dat odpoveéd’ na mnoho otdzek, naptiklad:

e Vsechny trojuhelniky sdilejici jeden vrchol. Pro vrchol 3 jsou to
trojuhelniky (3, 5, 6), (3,6,4), (3,4, 1), (3, 1,2)a (3, 2, 5). Pro vrchol
obalky 5 jsou to trojuhelniky (5, 8, 6), (5, 6, 3) a (5, 3, 2).

e Trojuhelniky sdilejici jednu hranu. Napf. pro hranu (3, 6) dostavame
trojuhelnik (3, 6, 4) ze seznamu trojky a trojihelnik (6, 3, 5) ze seznamu
Sestky. Pro hranu (2, 1) dostaneme pouze trojuhelnik (1, 2, 3), protoze ze
seznamu dvojky se dozvime, Ze jde o hranu obalky.
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e Vsechny hrany sdilejici jeden vrchol. Napft. pro vrchol 7 dostdvame hrany
(7,4),(7,6)a(7,8).

e Vsechny trojuhelniky sousedici s danym trojihelnikem. Napt. pro
trojuhelnik (3, 6, 4) hleddme trojuhelniky sousedici s hranami (3, 6), (6, 4) a
(4, 3) a dostavame trojuhelniky (6, 3, 5), (4,6, 7)a (3,4, 1).

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, jak sou€asné tvofit trojuhelniky
a datovou strukturu seznam vrcholi a s touto otazkou se vratime ke kapitole
,,Krok 3: Spojovani sestrojenych trojihelniki*.

Na obrazku 7 je znazornéna situace po nalezeni prvni hrany.
Algoritmus vlozi dvé nové polohrany do seznamu vrchold, viz. obrazek 21(a).
Aktivni hranou je hrana (1, 2), tj. F(1)L(1). Po nalezeni bodu 3 (obr. 8),
algoritmus aktualizuje seznam takto:

1. Pfipoji bod 3 do seznamu F.

2. Vlozi bod 3 na druhou pozici seznamu L.

3. Vytvofii novy seznam, do n¢j vloZzi bod 3 a ptipoji F(1) a L(1).
4. Posune ukazatel seznamu L.

Novy seznam odpovidajici obrazku 8 je tabulka 21(b). Aktivni hranou
je hrana F(1)L(1), tj. (1, 3) a novym nalezenym bodem je vrchol 4
(viz. obrazek 9). Nasleduje stejna procedura, kterou algoritmus aktualizuje
seznam vrchol do podoby tabulky 21(c).

Prvni zajimavou situaci je pravy dotek na obrazku 10. Odpovidajici
seznam vrcholil je zndzornén tabulkou 21(d). Aktivni hranou je zde hrana
(1, 7). Algoritmus najde novy bod 2, detekuje pravy dotek (uzitim funkce
check touch case) a timto zptisobem aktualizuje seznam:

1. Ulozi seznam F.

2. Ptipoji L(1) na konec seznamu nésledujiciho za seznamem F.
3. Vlozi F(2) na druhou pozici seznamu L.

4. Posune ukazatel F.

Tabulka 21(e) pfedstavuje seznam vrcholl odpovidajici obrazku 11, po
zpracovani pravého doteku. Aktivni hranou je hrana (6, 16). Algoritmus najde
novy bod 8 a takto zpracuje bezdotekovou situaci (case NO_TOUCH):

1. Zkopiruje seznam F na konec seznamu vrchold.
2. Posune ukazatele Fa L.

Obrazek 13 ilustruje levy dotek. Odpovidajici seznam vrcholi je
znazornén tabulkou 21(g). Aktivni hranou je zde hrana (8, 6). Algoritmus
najde novy bod 16, detekuje levy dotek a timto zplisobem aktualizuje seznam:
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1. Ulozi seznam L.

2. Piipoji seznam L(posledni prvek) na konec seznamu F.
3. Posune ukazatel L o jednu pozici zpét.

4. Vlozi F(1) na druhou pozici seznamu L.

Seznam vrcholt odpovidajici obrazku 14 je znazornén tabulkou 21(h).
Na obrazku 15 je kone¢né stav triangularizacniho procesu a tabulka
21(i) znézornuje odpovidajici datovou strukturu. Aktivni hranou je zde hrana
(8, 17). Zadny novy bod jiz algoritmem neni nalezen: hrana patii konvexni
obdlce. V tomto ptipad¢ algoritmus jednoduse posune oba ukazatele F'1 L.
Na konci triangulariza¢niho procesu mame tedy dva druhy dat:

1. Seznam vrcholi ulozenych po kazdém levém i pravém doteku.
2. Seznam zbyvajicich (nesmazanych) vrcholti kruhového seznamu, tj.
vrcholl patticich konvexni obalce.

Tabulka 22(a) zndzorfiuje seznam ulozenych vrcholil (obr. 17). Tabulka 22(b)
obsahuje body zbyl¢ v kruhovém seznamu.

Tento druhy seznam (22(b)) tedy obsahuje vSechny vrcholy nélezejici
konvexni obalce triangulace. Posloupnost téchto vrcholl tvoti prvni sloupec
tabulky. Spojenim téchto dvou seznamt dostaneme uplnou datovou strukturu
reprezentujici generovanou triangulaci (triangulaci na obrazku 17 reprezentuje
struktura znazornéna tabulkou 22).
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F: | 1] 2 F:1 1 2| 3 F:1 11 2/ 3| 4 F:| 11 2| 3] 4] 5

L: | 2| 1 2| 31 2[3 1 2 31

(@) L 3] 1] 2 3| 4] 1] 2 3| 4] 1] 2

(b) L:] 4] 1 3 4| 5/ 1] 3
(©) 5| 6/ 1] 4
6 70 1] 5
L:| 711 6
(d)

F:1 2 317 F:1 6] 7 1 5|16 F:| 8 9] 3| 7| 6
3| 4] 1| 2 71 8 3/ 2 1] 6 9[10| 3| 8
4] 5| 1] 3 819 3 7 10]11| 4] 3| 9
5] 6| 1| 4 9|10| 3| 8 11]12] 410
6l 7 1| 5 10|11| 4| 3| 9 12|13] 4|11

L: | 71 2| 1| 6 1112} 4|10 13|14| 412

(e) 12|13| 4|11 14|15| 5| 4|13

13|14 412 15|16| 5|14
14{15] 5| 4|13 16] 6| 5|15
15|16| 5|14 L:| 6] 8 7| 1| 5|16
L: 16| 6] 515 Q)

(f)

F:1 8] 9] 3] 7| 6|16 F: | 8] 9] 3| 7| 6/16(17
9[10| 3| 8 9(10| 3| 8
10]11| 4] 3| 9 10|11 4 3| 9
11]12] 4|10 11]12] 4/10
12|13] 4|11 12(13] 4|11
13|14| 4|12 13|14| 412
14[15| 5| 4|13 14(15| 5| 4|13
15]16| 5|14 15|16 5/14

L: 16| 8| 6] 5|15 16(17| 8| 6| 5|15

(h) L: [17] 8]16

(i)

Obr. 21: Aktualizace seznamu vrcholu.
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1] 2[ 3] 4] 5 6] 7 20[12[11]19

2| 3 1] 7 12[15[13] 4[11]20
3[4 1] 2] 7] 8] 910 15[17[16] 5/14]13[12
4| 5| 1] 3/10/11/12]13]14 17| 8[16/15

5| 6] 1| 4[14[15/16 8| o 3| 7| 6/16/17
783 2[ 1 6 9[19[18/10| 3| 8
6| 8] 7| 1] 5/16 19[20[11 18] 9
10[11] 4] 3] 9/18 (b)

11[12] 4]/10/18/19/20

14[15] 5| 413

13[15[14| 4]12

16[17] 8| 6/ 515

18[19[11[10] 9

(@)

Obr. 22: (a) Ulozeny seznam vrchold. (b) Seznam vrcholl patficich konvexni
obalce.

11 2/ 3/ 4 5 6| 7
2 3 17

3 4] 1] 2 8| 9/10
4| 5/ 1| 3/10{11|12|13|14
5| 6/ 1 4/14/15/16
71 8/ 3/ 2| 1 6

6] 8 7 1] 516
10|11| 4| 3| 9|18
11112| 4/10{18/19|20
14[15| 5| 4|13
13|15/14 4|12
16|17 8| 6] 5|15
18|19/11/10] 9
20]12/11/19

12|15|13| 4|11|20
15]17|16| 5|14|13|12
171 8|16/15

8] 9 3 7| 6/16/17
9]19/18/10| 3| 8
19]20|11/18| 9

Obr. 23: Vysledny seznam vrchold.

3.10.8 Implementace metody Delaunayovy triangularizace
vyuzivajici pravidelnou mriz

Jak uz bylo feceno, tato velmi zajimava metoda by méla vykazovat
linedrni vypoctovou slozitost, a to jako jedind z metod vySe popsanych. To
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jsem se rozhodl ukazat implementaci této metody a zavrsit tak pozvolny
pfechod od teorie k praxi, v jehoz duchu je sestavena cela tato prace.

Pti programovani jsem pouzil Borland C++ v. 3.1. Program bézi na
platformé DOS. Prvni program zalozeny na této metod¢ pouziva pro fizeni
triangulace datovou strukturu seznamu hran stejnym zpiisobem, jaky je
popsan vyse.

— -
2> £ |* —> —> —> —> d e
2 <« <« <« <« 2
P P - <
Predchazejici hrana «——e oe——» Nasledujici hrana
Poc&atecni vrchol hrany <—+—e e——» Koncovy vrchol hrany

Obr. 24: Datova struktura SEZNAM HRAN

Datova struktura SEZNAM HRAN k obr. 24:

typedef struct edge list {

struct cellnode *vertex s;
struct cellnode *vertex e;
struct edge list *previous edge;
struct edge list *next edge;

} EDGE LIST;

V programu jsem pouzil variantu seznamu ohranic¢eného prvni (L)

a posledni (F)) hranou, kde posledni hrana je pravé aktivni hranou, pro kterou
je triangulariza¢nim procesem vyhledavan treti vrchol. Nepatrné lepsi
variantou je pouziti kruhového seznamu. Ten zjednodussi spravu seznamu
hran v ptipad¢, Ze neni pro aktivni hranu nalezen Zadny tteti bod (hrana
konvexni obalky) a v pfipad¢, ze nalezeny treti bod jiz patii konstruované
trojuhelnikové siti a nesousedi s body aktivni hrany (neni detekovana zZadna
dotekova situace) tim, Ze pro piesun prvni hrany na konec seznamu staci
pouze posunout ukazatele F a L na nasledujici hranu. Nalézanim novych bodt
se hrany do seznamu ptidavaji a béhem triangulariza¢niho procesu jsou
zpracované hrany ukladany, takZe neni tfeba udrzovat cely seznam vSech hran
v paméti. UlozZené hrany jsou pak vystupem programu, ktery kon¢i v piipade,
7e je seznam hran prazdny.

Druhou moznou datovou strukturou pro fizeni triangulariza¢niho
procesu je seznam vrcholit, o kterém je zminéno vysSe. Seznam vrcholii je
pon¢kud komplikovangjsi datovou strukturou nez seznam hran, ale dava
mnohem komplexnéjsi informace o zkonstruované trojuhelnikové siti pii
nezménéné vypoctové slozitosti a proto jsem ho pouzil pfi sestavovani
druhého programu (soubor ,,DTUG.EXE* je ptiloZen na disketé a zdrojové
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texty jsou uvedeny v piiloze). Datova struktura seznamu vrcholii je
znazornéna na obr. 25.

Seznamy vrcholll

NULL
s v 4
P3O o O g O g O g O g B B g
S v 4
RS S e N
5 4
G T g N e I e B g TV R E
METER AL
S T b g R g B g B e B g B
@ v 4
R G o O o O e B o R g VB
< v 4
SRS o B g e B e B e B g [V A
« v 4
NULL
Predchozi hlavicka seznamu vrcholl
4
— ‘ .
% <« e— Seznam vrcholl T * | * Seznam vrcholt
> . v
v Vrchol

Nasledujici hlavicka
seznamu vrcholll

Obr. 25: Datova struktura seznam vrchold pouzita v programu.

Datova struktura seznam vrcholit k obr. 25:

typedef struct vertex list {
struct cellnode far *vertex;
struct vertex list far *next vertex;
} VERTEX LIST;

Datova struktura seznam hlavicek seznamit vircholui k obr. 25:

typedef struct header vertex list {
struct cellnode far *vertex;
struct header vertex list far *previous header vertex;
struct header vertex list far *next header vertex;
struct vertex list far *next vertex;

} HEADER VERTEX LIST;

Stejné jako seznam hran lze i seznam hlavicek seznamii vrcholii ztetézit
do kruhového seznamu a tak zjednodusit vySe uvedené postupy pii aktualizaci
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obsahu struktury. V ptipad¢€ seznamu vrcholii je aktivni hrana piistupna pies
ukazatele F" a L, kde F ukazuje na hlavicku obsahujici pointer na po¢atecni
bod aktivni hrany a L ukazuje na hlavicku obsahujici pointer na koncovy bod
aktivni hrany, tj. F(1)L(1) je tazana aktivni hrana. Pii konstrukci nového
trojuhelnika je kazdy novy bod (tvofici tieti vrchol k aktivni hran€) pfipojen
k seznamu vrcholil piislusejicimu k jednomu z vrcholt aktivni hrany.

V kazdém seznamu vrcholii jsou tedy ulozeny vrcholy tvofici s vrcholem
hlavi¢ky hrany triangulace a setfidény ve sméru chodu hodinovych ruc¢i¢ek
(viz. obrazek 26).

Cealeele o le o le oL oo

\\\\\ \\\\
\vrcholy seznamu vrchold

vrchol hlaviék

Obr. 26: Kruhové usporadani vrcholl seznam( vrchol(.

Podobn¢ jako u seznamu hran ani seznam vrcholit neudrzuje najednou
ukazatele na vSechny vrcholy triangulace a jiz dokoncené lokalni triangulace
kolem vrcholu hlavicky jsou pribézné ukladany do vystupniho souboru a
uvoliuji pamétovy prostor.

Samotny algoritmus l1ze rozdélit do tii hlavnich ¢asti:

I.  Inicializace:

V této ¢asti jsou ureny parametry miizky, alokovan pamétovy
prostor a sestrojena samotnd miizka. Do ni jsou pak vloZeny body
vstupni mnoziny generatord.

V tomto podkroku je zaloZena datova struktura seznam vrcholit a ta je
inicializovana prvnim nalezenym vrcholem a prvni hranou triangulace.

II.  Detekce tietiho bodu:

Toto je nejcitlivEé)si, nejndchylnéjsi a nendrocnéjsi cast algoritmu, ktera
nejvice ovliviiuje vypoctovou slozitost algoritmu. Néplni této Casti je



Chyba! Neznamy argument 112
prepinace.

nalézt pro aktivni hranu tieti vrchol tvofici spolu s aktivni hranou
trojuhelnik vyhovujici Delaunayovu kritériu.

1. Sprdva seznamu vrcholu a vizeni triangulace:
Tento blok ma za ukol detekovat dotekové situace a na zakladé
vysledkt aktualizovat seznam vrcholii a tim tidit beh celého
triangulariza¢niho procesu. Zde je také generovan podnét k ukonceni
procesu po akceptovani situace, kdy v seznamu zlstaly pouze hrany
(resp. vrcholy) patiici konvexni obalce trojihelnikové sité.

3.10.8.1 Inicializace

Prvni (inicializa¢ni) ¢ast je, myslim, jasna jiz z predeslého vykladu

a nebudeme se ji tudiz vice zajimat. Naproti tomu druhé ¢asti, kterd pro mne
byla nejvétsim ofiskem, se budeme vénovat podrobnéji na nasledujicich
radkach.

3.10.8.2 Detekce tretiho bodu

Funkce provadeéjici detekcei tfetiho bodu se zkldda ze dvou hlavnich
krok. Prvnim je nalezeni prvniho kandidata. Neni-li zde Zadny bod nalezen,
funkce vrati nulovou hodnotu a aktivni hranu tak prohlasi za hranu konvexni
obalky. Je-1i novy generator nalezen, postupuje do druhého kroku, ve kterém
je testovan na platnost Delaunayova kritéria. Bod vyhovujici tomuto kritériu je
pak funkei vracen jako tfeti bod a je predan ¢asti spravujici seznam vrcholii.

Prvni krok tedy zac¢ina konstrukcei a naslednym prohlizenim ptislusné
trojuhelnikové oblasti (viz. obrazek 4). A pravé pii konstrukci této oblasti se
objevil prvni problém. Vrcholy pfepony tohoto trojuihelnika se totiz urcuji
vypoctem jeji praseciki s hranami miizky a problémy nastavaji v ptipadech,
kdy je aktivni hrana ,,t¢éméf“ rovnob&zna s vertikalnimi, ¢i horizontalnimi
hranami miizky. Tyto situace jsou feSitelné napft. testem téchto situaci
a pfevedenim problému na vypocet prasecikl prepony s okrajovymi hranami
miizky (viz. obrazek 27).
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P1 P2 I

0 i
Obr. 27: Konstrukce trojuhelnikové oblasti pomoci priseciku s krajni hranou mrizky.

Béhem ladéni a testovani algoritmu jsem vSak zjistil, ze nejvetsi vliv ma na
rychlost programu urceni nejvhodné;jsi inkriminované oblasti a efektivnost
jejiho prohledavani. To znamena4, Ze je nutno k aktivni hran¢ najit tfeti bod
testem co moznd nejmensiho poc¢tu bunék. Pravdépodobnost vyskytu tretiho
bodu vyhovujiciho Delaunayovu kritériu klesa s rostouci vzdalenosti od stiedu
useCky pp,. Jak je vSak vidét na obrazku 27, budeme prohledéavat sloupce od
buniky obsahujici vrchol p; az do nultého sloupce a pravdépodobnost, ze bod
nalezeny v téchto bunkach bude vyhovovat Delaunayovu kritériu (kromé
oblasti blizicich se obalce) je velmi nizka. Situace se vSak jesté zhorsi v
ptipadé¢, je-li zde takovy bod opravdu nalezen. Ten totiz postupuje do dalsiho
testu opsanych kruZnic a generuje veliké prohledavaci oblasti a tim zpomaluje
vypocet. Reseni, které jsem nakonec zvolil, je nasledujici.

Pti ur€ovani vrcholi trojiihelnikové oblasti neni pouzit vypocet
prasecikll a za vrcholové buiiky jsou jednoduse uréeny buiiky obsahujici
krajni body aktivni hrany (viz. obrazek 28).

P2 J2

i i

Obr. 28: Vrcholy trojuhelnikové oblasti jsou bufiky obsahujici krajni body aktivni
hrany.
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Zpusob prohledavani pak zlstava stejny. V ptipadé netspéchu je i druhé kolo
roz$iteného prohledavani (prohledavani fadk smérem dolii a sloupct smérem
vpravo inkrementovanim proménné k) stejné. Je-li vSak i to netspésné,
musime prohledat jesté fadky a sloupce vynechané tipravou prvniho prachodu.
Pravdépodobnost, Ze se vSak tfeti bod bude vyskytovat az v téchto
,»odlehlych* buiik4ch je vSak mala a k tomuto tfetimu testu vétSinou vibec
nedojde. Prohledavani se provadi opét posunovanim fadkul a sloupcli smérem
od aktivni hrany, ovSem tak, Ze testujeme oblast doplitkovou k oblasti
prohledané v druhém pribéhu. Tento zplsob je ilustrovan obrazkem 29, na
nasem ,,problematickém ptipadu.

T P2 ji
47777
0 i1 i

Obr. 29: Treti prabéh prohledavani po tom, co byly prvni dva neuspésné. SvétlejSim
odstinem je vyznaceno sjednoceni vyhledavacich oblasti prvniho a druhého
prichodu, tmavéjSim pak nova doplfikova oblast prohledavana ve sméru Sipek od
horniho Fadku smérem dold.

Pti prvnim prichodu jsou otestovany vSechny buiiky patfici oblasti a do
kruznicového testu postoupi bod s nejvétsim uhlem (nejmensi kosinus). Druhy
a tfeti prib¢h je ukoncen jiz pfi detekei prvniho bodu a ten je pfedan dalSimu
zpracovani. Tim je, jak uz jsme si fekli vySe, kruZnicovy test na platnost
Delaunayova kritéria. Ten probéhne ve dvou fazich, kazda pro jeden obdélnik
(viz. obrazek 30).
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Obr. 30: Dvé prohledavané obdénikové oblasti.

Testovani je nutno provadét pro fadky smérem od ji—1 k jj,0x @ pro sloupce
smérem od ir,+1 k ippex. Testovani je ukonceno a tieti bod je nalezen v ptipadé,
ze v daném ,,min-max boxu* jiZ nenajdeme zadny jiny bod s vétSim thlem
(men$im kosinem).

Tento postup je aplikovan na osm specidlnich piipadi - na osm smért
aktivni hrany, tj. pro pfipad hrany orientovan¢ ve sméru vpravo nahoru (viz.
obrazky vyse), vpravo doli, vlevo doli, vlevo nahoru a pro horizontalni ¢i
vertikéIni hrany orientované vpravo, dolli, vlevo a nahoru. Test orientace je
proveden trivialnim porovnanim soutadnic koncovych bodt.

# P I2
v
pZX j1
i i

Obr. 31: Trojuhelnikova oblast pro hranu orientovanou ve sméru vievo dola.
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Pro horizontalni a verikalni hrany je zdkladni test dvoustupiiovy. V
prvnim prachodu testujeme buiiky ve ¢tvercové oblasti (viz. obrazek 32).

A

?J'1

Obr. 32: V pfipadé horizontalni hrany je v prvnim pruchodu testovana ¢tvercova
oblast (svétlejsi odstin) a po nedspéchu druha oblast (tmavsi odstin).

Prvni oblast je prohleddvana smérem od aktivni pfimky (tim se zamezi
zbytecnému prohazovani ukazatele na tieti bod) a je prohledavana celd. Pti
neuspéchu nastupuje druhy prichod. V ném se prohledava v kazdém kroku (v
mezich hranic miizky) vzdy jedna tadka j,—k pro sloupce i1—k+1 az i)+k—1

a dva sloupce i,—k a ip+k pro fadky ji—k az j,, prok=1, 2, .... Do
kruznicového testu postupuje hned prvni nalezeny bod. Test na platnost
Delaunayova kritéria pak probihé jesté jednoduseji, nez pro Sikmé hrany,
nebot’ je tieba testovat, jinak stejnym zplisobem, jen jednu obdélnikovou
oblast.

Druhym problémem tohoto algoritmu (a nejen tohoto), se ukazal byti
test pozice bodu vzhledem k hrané. S rostoucim poctem generatord, jejichz
soutadnice jsou normalizovany do prostoru miizky, roste 1 pravdépodobnost
vzniku chyby v topologii nasledkem nespravnych vysledkti numerickych
vypoctl. Zde se v praxi objevuje ona propast mezi teoretickou metodou
a hotovym programem, o které je zminéno v kapitole ,,Pfirastkova kostrukce
Voronoiova diagramu s diirazem na topologickou stabilitu®. V programu jsem
pro test pozice bodu vzhledem k aktivni hrané (pfimce) pouzil testu znaménka
vysledku po dosazeni do parametrické rovnice. Algoritmus jsem testoval pro
mohutnost vstupni mnoziny generatorti do 5500. Cetnost této chyby byla
nulova pro interni vrcholy triangulace, avSak pravdépodobnost jejiho vzniku
vzrostla zpracovavanim hran podél konvexni obalky, kde mtize dojit k situaci
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ilustrované obrazkem 33, kdy jsou krajni body aktivni hrany ,,velmi blizko*
a testovany tieti bod je od aktivni hrany ,,velmi daleko®, avsak ,,velmi blizko*
pfimce proloZené aktivni hranou.

P P2 P1

Hofové triangulace

Obr. 33: Situace, kdy mize byt Spatné testovana pozice bodu p; vUci pfimce p1p..

Nastane-li takova situace, miizou byt vygenerovana topologicka chyba.

V ptipad¢, ze bod p; je (sledujte prosim obr. 33) detekovan na levé strané
piimky pp,, avSak ve skutecnosti lezi na pravé strané, je hrana p;p, nepravem
prohlaSena za hranu obalky a v siti se objevi ,,dutina* (obr. 33). Program
takovou chybu neumi opravit, detekuje ji vSak a poda o ni zpravu.
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Obr. 33: Dutina v levém dolnim rohu triangulace vznikla po chybé& numerickych
vypoctl.

3.10.8.3 Sprava seznamu vrcholu a Fizeni triangulace
Rizeni triangulariza¢éniho procesu je provadéno stejné jako v piipadd

seznamu hran na zaklad¢ vysledkt funkce check touch case( ). Tu vSak
musime pro seznam vrcholit modifikovat. Aktivni hrana, kterou je posledni
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polozka seznamu hran, je nyni dana vrcholy uloZzenymi v hlavickach seznam
vrcholl ' a L. Pocate¢ni bod aktivni hrany P; je tedy nahrazen ukazatelem na
F(1) a stejné tak koncovy bod P, je nahrazen ukazatelem na hlavicku seznamu
vrcholtl L(1). Funkce pak vypada takto:

int check touch case (CELLNODE huge *p 3) {
if (F->vertex == p 3->next point)
return 1; // Right touch
if (L->vertex == p 3->previous point)
return 2; //Left touch
return 0O; // No touch

}

Stejna uprava Psna F(1) a P, na L(1) je provedena ve funkcich aktualizujicich
seznam vrcholil, tj. ve funkcich point was not used( ), right touch( )

a left_touch( ). Algoritmus zaloZeny na datové struktute seznamu hran je
ukoncen v ptipadé€, Ze seznam hran je prazdny. Algoritmus fizeny seznamem
vrcholii je ukonCen v ptipadé€, Ze vSechny vrcholy zbylé ve struktufe jsou
vrcholy konvexni obalky. V ptipad¢, Ze takova situace nastane, neni jiZ pro
zadnou aktivni hranu vrcholil seznamu nalezen tieti bod a seznam je pouze
posouvan (v piipadé€ Ze je kruhovy, jsou posunovany pouze ukazatel¢ F'a L).

3.10.9 Vysledky testovani

Rychlost algoritmu je zavisla predev§im na zptusobu hledani tietiho
bodu pro konstrukci nového trojihelnika. Cesta za zrychlenim vede k hledani
efektivnéjsiho zplisobu prohledavani bun€k danych oblasti. Cilem je tedy
snizeni praimérného poctu testt bun¢k miizky nutnych k nalezeni ¢i potvrzeni
neexistence tietiho bodu.

Na obrazku 34 je ukazka triangulace mnoziny 1000 bodi, na obrazku
35 pak triangulace mnoziny 5500 bodd.
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Obr. 34: Triangularizace mnoziny 1000 nahodné generovanych bodu.
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Obr. 35: Triangularizace mnoziny 5500 nahodné generovanych bodu.

Zkomplikovani datové struktury a jeji spravy se pii piechodu od
seznamu hran k seznamu vrcholii nepromitlo na zvySeni vypoctové sloZitosti.
Algoritmus byl testovan na pocitaci PC 486/DX2 66MHz s operaénim
syst¢tmem MS-DOS 6.22. Zvlast byly testovany ¢asy potiebné pro ptipravu
miizky a pro samotnou triangularizaci. Vysledky testi jsou prezentovany
tabulkou na obrazku 36 a grafem na obrazku 37.
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Pocet bodl| PFiprava mfizky [s] Triangulace [s]
100 0,054945 0,054945
200 0,054945 0,21978
300 0,054945 0,32967
400 0,054945 0,43956
500 0,10989 0,504396

1000 0,164835 1,318681
1500 0,21978 2,032967
2000 0,384615 2,857143
2500 0,43956 3,736264
3000 0,494505 4,56044
3500 0,549451 5,274725
4000 0,604396 6,208791

Obr. 36: Casy zpracovani nahodné generovanych mnozin bod.
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Obr. 37: Graf zavislosti Casu pFipravy mfizky a triangularizaniho procesu na poctu
generatord.

3.10.10 Zavérem

Algoritmus prezentovany v této kapitole je zaloZen na pouZiti datové
struktury vyuzivajici pravidelnou mfiz sestrojenou na vstupni mnoziné
generatort a na kruhovém zpiisobu generovani novych trojihelnikt
triangulace. Diky této nové strategii jsou z datové struktury postupné
eliminovany interni vrcholy triangulace a tim se snizuje ¢as potiebny pro
lokalizaci generatori pii konstrukci novych trojuhelnikd. I samotna lokalizace
bodii je diky pouziti nové struktury velmi rychld. Vypoctova slozZitost tohoto
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algoritmu je linearni, coZ skute¢né potvrdila jeji implementace. Struktura dat
na vystupu nese ucelenou informaci o sestrojené trojihelnikové siti

a poskytuje moznost (pro seznam vrcholit), vedle snadného uréeni konvexni
obalky bez dalSich vypoctl, velmi rychle ziskat odpovéd na velké mnozstvi
dotazi.

4 Triangularizace v praxi

Trojuhelnikova sit’ nasla Siroké uplatnéni v mnoha odvétvich lidské
¢innosti. MiZeme jmenovat napf. pfirodni védy, matematika, fyzika, robotika,
a mnoho dalSich. V pocitatové grafice se trojuhelnikova sit’ pouziva napt. jak
pro aproximaci povrchu modelovanych téles a ploch, tak tfeba i povrchu
realné krajiny. Tak jsme se pfenesli do dalsi oblasti lidského védéni, ve které
ma triangularizace své pevné misto, do geografie, geodézie a kartografie.
Zamé&fovanim trigonometrické sité je triangulaci zjistovana poloha dilezitych
bodil na zemském télese a vysledky jsou zpracovavany naptiklad ve formé
map. Da se fici, ze prakticky cely zemsky povrch nasi planety je pokryt rtizné
hustou ¢i fidkou trigonometrickou siti. AniZ si to uvédomujeme, pii svych
kazdodennich cestach ulicemi mést i ptirodou mijime mnoho triangula¢nich
bodii, které jsou elementy této sit€. Pomoci téchto boda jsou vyméirovany
napiiklad nové silnice a budovy a byl jimi vyméten i plan, ktery pro moji
malou ukazku laskavé zapiyj¢il Katastralni ufad. Je to polohopisny
a vyskopisny plan katastru Bernartice v métitku 1:500 (viz. obrazek 1) a byl
mi pfedan v souboru v jazyce HPGL. Protoze byl tento soubor ptipraven pro
tisk na velky format, zanikaji v mém zmenseném obrazku detaily psané
drobnym pismem (napft. vyskopisné udaje).
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Obr. 1: Polohopisny a vySkopisny plan katastru Bernartice.

Druhym obdrZenym souborem byl seznam soufadnic triangulacnich
bodi na planu. Z néj jsem pouzil pouze x-ové a y-ové soutadnice (z-ové
soutfadnice se vyuzivaji v navazujicim zpracovani). Trojahelnikova sit’
sestrojena mezi t€émito body je pak vyuZzivana napi. pro modelovani terénu ¢i
pro vypocet a kresbu vrstevnic.

Pro konstrukei této trigonometrické sité jsem pouzil pravé posledné
jmenovanou triangulariza¢ni metodu, metodu Delaunayovy triangularizace
s vyuzitim pravidelné mtizky. Bohuzel pfi pfevodu zobrazené triangulace do
bitové mapy doslo k poruseni poméru stran, pfesto si miizete vSimnout napf.
silnice vedouci v pravé ¢asti vyfezu triangulace. Vysledna triangulace je na
obrazku 2.
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Obr. 2: Triangulace sestrojena Delaunayovou triangularizaci vyuzitim pravidelné
mFizky.

Tato metoda je velmi G€inné a svou line4rni vypoctovou sloZitosti by
byla velkym ptinosem pro feseni problémt této oblasti, avSak jeji pouziti
v této praci mélo pouze ilustrativni ucel. Na prvni pohled je patrné, ze
triangulariza¢ni metoda pouzivana v kartografii vétSinou bude muset brat
zietel na pevné hrany, tj. na hrany, které jsou znamé jiz pted zapocetim
samotného triangulariza¢niho procesu (viz. kapitola vazana triangulace). Ty
znacivavaji napt. silnice, cesty, povrchové zlomy, koryta fek atd., a jednou ze
zékladnich vlastnosti nas$i metody je neschopnost zahrnout tyto pevné hrany
do triangulace. Proto by bylo nutné tuto metodu s ohledem na tyto hrany
modifikovat.
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Zaver

Na zacatku této prace jsme si pripoméli zakladni pojmy z geometrie,
které nas provazely ve vSech nésledujicich kapitolach. Hned v té prvni z nich
jsme se seznamili s pojmem optimalni triangulace a uvedli jsme si kritéria pro
jeji dosazeni. Definovali jsme lokdlné a globalné optimalni triangulaci a zacali
jsme pouzivat termin Delaunayova triangulace. Seznamili jsme se se
zakladnim rozd¢€lenim triangulariza¢nich algoritm podle zptisobu konstrukce
triangularni sité a zacali jsme se jednomu po druhém vénovat peclivéji. Nyni
si prehledné shrneme do nékolika odstaveti zakladni vlastnosti prezentovanych
algoritmli a metod. Mezi algoritmy generujici ptimo Delaunayovu triangulaci
zatadime 1 algoritmy konstrujici Voronoitv diagram, nebot’ tyto dva grafy
jsou ekvivalentni (viz. kapitola ,,Voronoiliv diagram metodou
rozdél-a-panuj®).

Nenasytna triangularizace - zakladni verze

Typ algoritmu: Ptirtstkovy.

Pouzita datova struktura: Zasobnik.

Zakladni princip: Postupné piidavani pfedem setifidéné mnoziny hran do
triangulace od nejkratsi k nejdelsi.

Vlastnosti algoritmu: Velmi jednoduchy pro implementaci, je schopen
zahrnout do triangularizacniho procesu pevné hrany. Je pamétoveé narocny.
Ptechod do vyssi dimenze je teoreticky mozny, prakticky neproveditelny pro
vysokou vypoctovou sloZitost.

Vypoctova slozitost: O(N*). Je do znatné miry zavisla na technice pouzité pro
test kiiZeni novych hran s hranami v hotové triangulaci.

Nenasytna triangularizace - modifikovana verze (Gilbert, 1979)

Typ algoritmu: Ptirtstkovy.

Pouzita datova struktura: Segmentovy strom.

Zakladni princip: Postupné ptfidavani predem setfidéné mnoziny hran do
triangulace od nejkratsi k nejdelsi.

Viastnosti algoritmu: Je schopen zahrnout do triangulariza¢niho procesu
pevné hrany. Je pamét'ove narocny. Pouzitd datova struktura je pomérné
slozita.

Vypoctova slozitost: O(N* + N* logN ). Zlep$eni oproti zékladni verzi piineslo
pouziti datové struktury segmentovy strom pro test kiizeni hran.
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Vazana triangularizace

Typ algoritmu: V zéklad¢ ptirtustkovy.

Pouzita datova struktura: Zasobnik. Pro prohledavani fetézct pii lokalizaci
bodu je vhodné pouzit binarni vyhledavaci strom.

Zakladni princip: Dekompozice na jednodussi polygonalni oblasti (monotdni
polygony), které jsou jiz snadno triangularizovatelné, zaloZena na fetézcové
metod¢ lokalizace bodu v PSLG.

Viastnosti algoritmu: Je vhodny predevsim pro feSeni tlloh zatizenych
pevnymi hranami. Proces spravy fetézct a lokalizace bodu je pomérné slozity.
Vypoctova slozZitost: O(N logN).

Voronoitv diagram metodou rozdél-a-panuj

Typ algoritmu: Rozdél-a-panuy.

Pouzita datova struktura: DCEL (Double-Connected-Edge-list).

Zakladni princip: Rozklad problému na podproblémy. MnoZina generatori S
je rekurzivné délena vrtikdlni ¢arou na dvé piiblizné stejné mohutné mnoziny
S a 8,, pro které je sestrojen Voronoitv diagram. Ve zpétném chodu jsou
rekurzivné Vor(S;) a Vor(S,) spojovany konstrukci rozdélovaciho fetézce o.
Viastnosti algoritmu: Rychly algoritmus plné vyuzivajici metody
rozdél-a-panuj. Voronoillv diagram na vystupu poddva komplexni informaci
0 zpracované mnozing generatorli a mize byt vyuZit napt pro rychlou
konstrukci konvexni obalky, ¢i pro rychlé feseni otdzky lokalizace bodu.
Proces spojovani parcialnich diagrami je pomérné slozity. Diky tomu metodu
nelze pouzit ve vyssich dimenzich. Algoritmus neumi do zpracovini zahrnout
pevné hrany.

Vypoctova slozitost: O(N logN).

Prirustkova konstrukce Voronoiova diagramu

Typ algoritmu: Ptirtstkovy.

Pouzita datova struktura: DCEL.

Zakladni princip: V kazdém kroku je lokalizovan novy vkladany generator,
pro ktery je vytvofen novy Voronoiliv polygon a diagram je aktualizovan. K
lokalizaci je vyuzivan hotovy Voronoiiv diagram.

Viastnosti algoritmu: Je jednodussi nez predesla metoda. Vystupni data
podavaji ucelenou informaci o mnozin¢ generatort. Je mozny prechod do
vysSich dimenzi.

Vypoctova slozitost: O(N *logN).
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Prirustkova konstrukce Voronoiova diagramu s dirazem na
topologickou stabilitu

Typ algoritmu: Ptirtstkovy.

Pouzita datova struktura: DCEL.

Zakladni princip: Vychazi z predeslé klasické ptiristkové metody. Pied
konstrukci nového Voronoiova polygonu ovSem uzavie zpracovavnou oblast
polygonem sestrojenym mezi pomocnymi body a v ném pak provede lokalni
restruktualizaci diagramu.

Vlastnosti algoritmu: Metoda vychazi z predeslé metody pii nezménéné
vypoctoveé sloZitosti. Samotna sloZitost feSeni je ovSem vyssi. Pfinese vSak
oddaleni problému topologické nestability v disledku numerickych chyb

a zvyseni poctu bodit mnoziny vstupnich generatorti pfi stejné piesnosti.
Vypoctova slozitost: O(N *logN).

Delaunayova triangularizace metodou rozdél-a-panuj

Typ algoritmu: Rozdél-a-panuj.

Zakladni princip: Rozklad problému na podproblémy. MnoZina generatori S
je rekurzivné délena vrtikdlni arou na dvé pfiblizné stejné mohutné mnoziny
S a S, pro které je samostatn¢ sestrojena Delaunayova triangulace. Ve
zpétném chodu jsou rekurzivné Del(S)) a Del(S,) spojovany konstrukci
traverzovych pticek mezi levou a pravou triangulaci Del(S}) a Del(S5).
Vlastnosti algoritmu: Rychly algoritmus plné¢ vyuzivajici metody
rozdél-a-panuj. Diky procesu spojovani parcialnich triangulaci je algoritmus
nelze pouzit ve vysSich dimenzich. Algoritmus neumi do zpracovini zahrnout
pevné hrany.

Vypoctova slozitost: O(N logN).

Delaunayova triangularizace topologicky orientovanou metodou
rozdél-a-panuj

Typ algoritmu: Rozdél-a-panuj.

Zakladni princip: Konstrukce vychazi z prosté Delaunayovy triangularizace
metodou rozdél-a-panuj, ve fazi spojovani parcidlnich triangulaci vSak ke
konstrukci spojovacich pticek pouziva specidlni topologicka kritéria.
Viastnosti algoritmu: Pomérné novy stale se vyvijejici algoritmus spojujici
vykonnost metody rozdé€l-a-panuj s topologickou stabilitou modifikované
ptiristkové metody. Slozitosti faze spojovani parcidlnich triangulaci pii
dodrZeni topologickych kritérii je zaplacena odolnost algoritmu vici
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numerickym chybam. Metodu nelze pouzit ve vysSich dimenzich. Algoritmus
neumi do zpracovini zahrnout pevné hrany.
Vypoctova slozZitost: O(N logN).

Delaunayova prirustkova triangularizace

Typ algoritmu: Postupné vkladani.

Pouzita datova struktura: Oktidlené hrany.

Zakladni princip: V prvnim kroku je vygenerovan pomocny trojuhelnik
obsahujici celou mnozinu generatorii. V kazdém dals$im kroku je pak
lokalizovan novy vkladany generator, pro ktery je proveden test na
Delaunayovo kritérium kruznice opsané a v ptipad¢ nutnosti je provedena
lokélni retriangularizace.

Vlastnosti algoritmu: Velmi jednoduchy. Pamétove naroény, nebot’ je tieba
stale udrzovat jiz vypoctenou triangulaci. Je mozna uprava pro zpracovani
pevnych hran. Je mozny pfechod do vyssich dimenzi.

Vypoctova slozitost: O(N?).

Triangularizaéni algoritmus DeWall (Delaunay Wall)

Typ algoritmu: Rozdél-a-panuy.

Zakladni princip: Princip rekurzivniho déleni vstupni mnoZziny je upraven tak,
ze déleni probiha stfidave horizontalné a vertikaln€. Déleni tedy probihéd na
¢tvrtiny. DalS$i postup je oproti klasické Delaunayové triangularizaci metodou
rozdé€l-a-panuj opacny, tj. nejdiive mezi rozdélenymi mnoZzinami vygeneruje
uzky triangulacni pés a pak teprve triangularizuje jim oddélené podmnoziny.
Tim se vyhne naro¢né fazi spojovani parcidlnich triangulaci.

Vlastnosti algoritmu: Tim, Ze je vynechana spojovaci faze, mtize byt
algoritmus DeWall pouzit pro feSeni problému ve vyssich dimenzich.
Neptitomnost slu¢ovaci faze navic algoritmus pfedurcuje pro paralelni
zpracovani, které je pfi pouziti klasickych metod rozd¢l-a-panuj velmi obtizné
realizovatelné [CIG92]. Algoritmus neumi do zpracovini zahrnout pevné
hrany.

Vypoctova slozitost: O(N logN).

Delaunayova triangularizace vyuzivajici pravidelnou mriz

Typ algoritmu: Ptirtstkovy.

Pouzita datova struktura: Seznam hran, ¢1 seznam vrchold.

Zakladni princip: Vyuziti pravidelné mtizky pro rychlou lokalizaci
zpracovavaného generatoru a spolu se seznamem hran ¢i seznamem vrcholi
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pro novou ,.kruhovou* strategii fizeni triangulariza¢niho procesu. Touto
strategii jsou vysledky triangulariza¢niho procesu ukladany jiz béhem
vypoctu, interni vrcholy triangulace jsou tak uvolilovany z datové struktury
a nezpomaluji zbytecné proces.

Vilastnosti algoritmu: Velmi rychly algoritmus s linedrni sloZitosti. Struktura
seynam vrcholl poskytuje na vystupu velmi ucelené informace o generované
trigonometrické siti. V prezentované verzi neumoziuje zpracovani pevnych
hran.

Vypoctova slozitost: O(N).

Jak je z tohoto srovnani vidét, kazda metoda a kazdy algoritmus ma své
vyhody a své nevyhody a jeji vybér je tedy nutné ptizptsobit specifickym
pozadavklim feSené¢ho problému a situace.
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